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“数字 计算 ”的 比拼 : 我 们 可 以 向 中 国学 习 什 么 ? 
一 英国 《每 日 电讯 报 》 对 范 良 火 教 授 专 访 * 


2012 全 6 月 1811, 英国 的 主流 媒体 《每 
目 纪 讯 报 》， 在 网 络 版 主 发 表 了 记者 斯 志 福 
(Petcr Stanford) 的 “篇 女 访 , 受 访 者 是 现任 英 
国光 安 症 异 大 学 教育 学 院 教授 的 范 恨 火 博 十 . 
总 访 的 标题 是 : 

Nunmicracy Campaign: What We Can 
Learn From China? 

访 思 是 在 中 国 利 突 国 的 儿 病 在 数学 计算 
方面 相 比 较 , 火 国 本 以 二 中 国学 习 什 么 ? 

这 篇 报道 引起 我 们 的 好 奇 . 大 家 知道 , 中 
国 的 数学 教育 下 在 进行 新 梁 程 改革 , 击 课 程 
改 训 的 于 标 包 括 茵 视 中 国 数 学 教育 的 ， 些 所 
证 传统 ”下 记 便 背 , 脱离 学 生 实 际 , 缺乏 创新 ， 
为 状 试 分 数 的 功利 定义 等 等 . 为 什么 这 篇 志 访 
归 问 加 下 国学 习 什 么 ?中 国 数学 教育 在 外 国人 
的 眼中 帘 范 是 怎样 的 ? 范 展 火 教 授 义 是 怎样 加 
签 的 ? 我 们 应 该 怎样 看 待 月 己 呢 ? 

范 以 火 教 授 , 1962 年 出 年 于 浙江 象山 . 在 
王波 师范 学 院 毕 业 后 担任 多 年 中 学 数学 教师 . 
1989 全， 在 华 朱 师范 大 学 数学 系 获 得 借 士 学 
位 . 师 从 张 商 定 教 授 . 1993 年 太美 国 芝 加 村 大 
交 , 在 货 有 数 尝 救 育 家 尤 什 斯 爹 (Z. Usiskin) 指 
子 下 效 往 赔 上 学 位 (1998). 此 后 和 在 新 加 坡 南 详 
入 学 担任 教 职 , 发 开 了 了 大生 的 论文 . 与 此 同时 ， 
范 民 火 为 中 国 数 学 教育 的 进步 做 了 许多 级 力 ， 
芭 突 内 的 “ 件 事 是 领 隐 纳 号 英文 戎 作 《How 
Chinese Learn Mathematics (华人 如 何 学 习 数 
他 )》 一 证 在 国际 二 获得 很 好 的 评价 . 

在 逆 虽 坡 期 间 , 范 良 火 个 仪 古 一 位 能 写 文 
呈 的 作者 , 担 生 数学 教育 森 直 的 主编 , 进 闪 经 

主持 过 一 系 狗 新 加 坡 政 府 姿 托 的 数学 教育 研究 
项 |, 成 绩 点 然 . 众所周知 ,新 加 坡 的 数学 教育 


在 国际 上 公认 为 是 最 好 的 , 范 良 火 教 授 在 其 中 
党 习 和 和 研究, 做 出 了 自己 的 资 献 ， 

有 了 在 中 国 和 新 加 坡 接受 教育 和 学 习 饰 
完 的 于 避 ,加 上 美国 现代 数学 教育 研究 的 经 访 ， 
以 及 国际 回 行 的 良好 声誉 , 英国 鞭 人 学府 
南安 普 顿 大 学 的 教育 学 院 , 于 2010 年 聘请 范 及 
火 为 正教 授 , 领导 和 主持 “数学 租 科 学 研究 中 
心 ”. 值得 … 提 的 是 , 范 良 火 教 授 人 至 今 依然 竺 生 
中 国 护照 ， 可 以 说 , 这 起 一 位 中 国 数 学 教育 家 
在 国际 著名 大 学 的 教育 学 院 担 任 了 领导 峻 分， 
这 在 我 国教 育 界 二分 学 网 , 也 许 刘 有 前 为 下 是 
绝 盛 仪 有 的 . 

今年 了 月 , 范 恨 火 教 授 在 韩国 参加 第 12 咱 i 
数学 教育 大 会 , 并 证 持 了 《华人 数学 教育 沦 
坛 》, 上 小 学 从 方 关注 . 会 后 , 范 教 授 思 脓 山 老家 
探 茶 路过 上 海 , 造访 华东 师 大 , 作客 .上海 教育 
出 版 社 ， 我 们 右 机 会 和 他 接触 ,谈话 中 有 有 一 部 
分 涉及 和 中国 数学 教育 在 国外 人 寺中 的 印象 , 他 
洲 到 了 事 第 《每 日 电讯 报 》 的 专访 . 以 下 , 我 
们 从 财 篇 专访 中 摘 引 一 些 诺 断 , 供 人 家 参 芳 ， 

在 南安 辕 顿 大 学 附近 的 岩 啡 销 显 , 记 亲 和 
范 邹 授 相对 而 举 , 党 试 着 探讨 浊 浏 儿 章 在 数学 
上 为 什么 会 比 是 方 儿 背 要 好 的 秘密 . 2010 全， 
“经 济 合作 与 发 展 组 织 (OBCD)” 发 布 : 在 70 个 
国家 对 15 岁 孩子 统 进行 的 PISA 测试 的 结 
玉 显 术 , 中国 二 海 取得 了 第 .的 成 绩 , 新 加 坡 
第 一, 而 英国 是 第 二 十 八 . 这 些 成 绩 的 背后 有 
什么 秘 窜 吗 ? 

学区 火 教授 认为 , 数学 学 习 首 先是 一 件 文 
化 基 抽 的 事情 . 范 教 授 在 中 国 和 新 加 坡 革 作 、 
生活 了 近 40 年 , 所 以 , 他 能 清楚 地 和 看 到 在 数学 
党 可 上, 英国 和 引 国 、 新 加 玻 之 问 的 文化 落 错 . 
“在 英 国 ， 孩子 们 会 振 拟 有 词 地 说 我 不 终 欢 数 
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学 . 但 是 在 中 国 和 新 加 坡 , 我 从 未 昕 到 过 有 一 
个 孩子 会 毫 不 乾 众 地 说 自己 不 喜欢 数学 .” “在 
中 国 , 所 有 的 家 长 都 知道 数学 是 最 重要 的 学 科 ， 
而 且 他 们 都 觉得 在 一 个 现代 社会 里 ,人 人 都 必 
须 掌 握 一 些 必要 的 数学 , 即便 这 种 想法 使 他 们 
不 得 不 花 更 大 的 力气 . 家 长 的 这 种 态度 也 传递 
给 了 孩子 们 .” 范 教授 觉得 ,“ 在 类 国 , 你 能 够 感 
觉 到 学 生 家 长 对 数学 的 态度 是 和 中 国 的 家 长 不 
一 样 的 , 要 是 孩子 不 喜欢 数学 , 家 长 会 觉得 也 
没什么 关系 .” 

并 非 只 有 范 教 授 认 为 英国 的 “数学 教育 ” 
需要 变革 . 就 在 6 月 中 旬 , 英国 政府 通过 了 一 
项 “ 回 到 基础 "的 小 学 数学 课程 方案 , 该 方案 将 
重新 强调 背诵 九 九 表 、 心 算 、 计 算 分 数 、 其 
至 机 械 的 学 习 方 式 ( 范 教 授 在 和 我 们 讨论 时 说 ， 
英国 并 没有 提出 “ 回 到 基础 ”的 口号 . 这 里 只 是 
记者 自己 在 用 通俗 的 语言 进行 解说 .). 这 就 是 
说 ,大 部 分 40 岁 以 上 的 英国 人 将 会 看 到 他 们 
孩提 时 代 的 训练 方式 将 重新 回 到 当今 的 教室 
之 中 . 

范 教授 曾 考虑 过 与 家 人 在 新 加 坡 定居 , 但 
当 南 安 普 顿 向 他 提出 聘请 时 , 范 教 授 还 是 接受 
了 邀请 ， 当 记者 问 及 要 提高 英国 的 数学 教育 
水 平 有 那么 多 的 挑战 , 为 何 还 要 来 南安 普 顿 时 ， 
范 教授 笑 了 ,“ 我 一 直 在 关注 英国 的 数学 教学 
体系 , 早 在 上 世纪 80 年 代 , 当 我 还 是 一 名 硕士 
生 的 时 候 , 就 翻译 了 Cockcroft 超 士 的 著名 报 
告 《数学 算数 》( 人 民 教 育 出 版 社 ， 1994)， 所 
以 , 我 对 英国 的 数学 教学 还 是 熟悉 的 , 而 且 英 
国 在 数学 教学 上 也 有 许多 可 取 之 处 , 英国 的 数 
学 教育 体系 也 是 国际 比较 的 基准 .” 

令 《 每 日 电讯 报 》 记 者 奇怪 的 是 , 范 教授 
欣赏 英国 人 在 做 事 方 式 上 的 一 些 优 点 , 尽管 在 
英国 人 自己 看 来 , 很 多 事情 并 不 完美 . 不 过 , 在 
为 提升 数学 教学 水 平 寻 找 合 适 的 榜样 的 问题 
上 , 英国 的 部 长 和 教育 工作 者 罕见 地 一 至 认为 
要 “向 东方 看 齐 ”. 

范 教 授 特别 强调 了 数学 的 “必修 ”性 质 ， 
“(在 亚洲 ) 数 学 作为 一 门 必修 课 , 很 多 孩子 一 
直 要 学 习 到 17、18 岁 .” 这 也 是 英国 教育 部 长 
M. Gove 先生 所 乐意 看 到 的 , 因为 他 也 希望 英 
国 16 到 18 岁 的 学 生 能 继续 学 数学 . (英国 中 学 
的 最 后 两 年 数学 是 选修 课 ) 

范 教 授 解 释 说 , 在 中 国 和 新 加 坡 , 不 同年 
级 的 中 学 生 学 习 不 同 的 数学 横 块 . 有 的 学 生 选 
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择 为 大 学 里 学 习 科 学 专业 的 学 生 开 设 的 数学 ， 
而 有 的 选择 针对 将 来 学 艺术 、 历 史 、 地 理 而 开 
设 的 文科 数学 .“ 除 非 有 一 些 学 生 要 做 演员 , 不 
然 人 人 都 要 学 数学 , 很 少 有 例外 的 .” 

在 其 他 的 因素 中 , 范 教授 特别 强调 了 教 
师 教 学 质量 的 因素 .“ 在 中 国 , 教 数学 的 老师 
都 是 专科 老师 , 我 当 教 师 时 , 我 只 教 数 学 .” 在 
新 加 坡 的 中 学 也 是 如 此 ， 但 在 英国 , 小 学 教师 
中 只 有 不 到 5 名 的 老师 有 数学 学 位 , 在 GCSE 
( 普 道 中 等 教育 证 书 ) 的 数学 课 中 ， 据 估计 
有 30%% 一 40%% 的 数学 课 是 由 其 他 学 科 的 老师 
来 上 的 . 

范 教 授 认 为 , 还 不 仅仅 是 教师 的 学 科 背 景 
的 问题 , 在 中 国 和 新 加 坡 ,“ 老 师 们 要 做 很 多 专 
业 发 展 的 事情 , 这 是 每 周 的 例 行 工作 ., 英国 则 
缺乏 这 方面 的 系统 安排 ， 而 且 英 国有 的 教师 往 
往 担心 学 生 不 喜欢 数学 , 降低 了 要 求 . 当然 , 老 
师 应 该 让 数学 变 得 有 趣 . 其 实 一 旦 学 生 获得 世 
本 的 技能 后 , 他 们 会 领略 到 数学 的 魅力 .” 

范 教 授 是 中 国 和 新 加 坡 一 些 数学 课本 的 
编写 者 . “部 能 生 巧 " 正 是 亚洲 很 多 学 校 使 用 
的 数学 课本 背后 的 哲学 . 这 会 不 会 让 儿童 觉得 
被 动 和 枯燥 ,以致 厌 恶 数学 ? OECD 在 其 报告 
中 , 对 中 国 的 数学 水 平 赞 不 绝口 , 但 也 指出 了 
中 国 “ 激 烈 的 考试 与 测试 ?的 文化 . 华东 师范 大 
学 许 纪 条 教授 的 儿子 正 读 中 学 , 他 写 到 ,“ 从 幼 
儿 园 开始 就 建立 了 一 个 仿 化 的 考试 制度 , 这 是 
对 人 的 天 赋 与 青春 的 浪费 . 天 天 做 练习 , 像 一 ， 
个 体操 运动 员 一 样 , 上 百 次 地 重复 同样 的 动作 ， 
只 为 在 考试 中 不 出 错 .” 

范 教 授 并 不 完全 同意 这 样 的 观点 ( 范 教授 
当然 知道 中 国 的 “应 试 教育 ”所 带 来 的 危害 . 但 
是 他 认为 不 能 简单 地 反对 “总 能 生 巧 ”, 还 是 要 
进行 必要 的 操练 . 有 一 篇 新 加 坡 关 于 范 教授 的 
报道 , 标题 就 是 : “有 一 点 压力 不 一 定 是 坏事 ?”)， 
“ 太 大 的 压力 肯定 不 好 , 但 是 有 一 点 压力 并 非 
一 定 是 坏事 情 . 英国 的 一 些 学 生 就 可 能 在 数学 
上 和 缺乏 足够 的 压力 .”“ 如 果 说 严格 指 的 是 要 和 孩 
子 们 认真 听讲 , 集中 注意 力 , 老师 不 用 在 纪律 
的 维持 上 浪费 时 间 , 那 当然 是 必要 的 . 而 且 , 老 
师 们 会 不 会 过 到 能 力 稍 进 的 或 者 有 社会 问题 的 
学 生 呢 ? 当然 会 了 ! 对 这 些 学 生 而 言 , 严格 是 
需要 的 , 这 就 是 文化 .” 
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看 西方 和 看 东方 : 华人 数学 教育 正在 走向 世界 
一 记 韩 国 首尔 的 《2012: 全 球 华人 数学 教育 论坛 》 


325035 ”浙江 省 温州 大 学 方 均 斌 


12 年 前 , 在 东京 举行 的 第 9 届 国 际 数学 
教育 大 会 上 ,举行 了 首次 《全 球 华 人 数学 
教育 论坛 》.， 今年 ?月 11 日 晚 , 在 韩国 首尔 
举行 的 第 12 届 大 会 ,又 举行 了 近 两 个 半 小 
时 的 《2012 年 全 球 华 人 数学 教育 论坛 》, 到 
会 200 余 人 , 座无虚席 . 笔者 做 了 全 程 录像 , 经 
过 会 后 整理 , 将 自己 认为 重要 的 部 分 写成 此 文 ， 
仅 供 参考 . 

确实 , 在 一 个 使 用 英语 的 国际 性 大 会 上 ， 
居然 有 一 个 可 以 讲 中 文 的 “华人 论坛 ”", 本 身 就 
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英国 最 好 的 私立 学 校 St Pauls 学 校 的 
Martin Stephen 博士, 刚刚 花 了 18 个 月 周游 世 
界 以 寻找 不 同 于 本 土 的 教育 体系 , 包括 远东 的 
教育 体系 . 他 说 ,“ 在 新 加 坡 , 教师 的 数学 教学 ， 
不 管 是 理论 上 还 是 实践 上 都 是 充满 智慧 的 . 他 
们 达到 了 我 们 想 要 达到 的 结果 , 但 当 你 考察 他 
们 如 何 做 到 的 时 候 , 你 会 发 现 并 没有 什么 新 的 
东西 . 他 们 所 用 的 一 切 , 我 们 在 上 世纪 六 十 年 
代 之 前 其 实 都 使 用 过 . 在 那里 , 我 看 到 了 优秀 
教师 使 用 传统 的 方法 , 包括 记忆 背诵 , 而 这 些 
在 今天 的 英国 教室 中 是 看 不 到 的 .”Stephen 博 
士 说 , 课堂 文化 可 以 反映 出 亚洲 社会 更 宽泛 的 
心态 .“ 亚 洲 社会 尊重 学 习 , 尤其 是 数学 . 这 种 
尊重 学 习 的 文化 是 对 老师 的 奖励 , 也 带 来 了 学 
生 对 老师 的 尊重 .作为 文化 影响 的 结果 ,你 总 
能 看 到 教师 们 更 严肃 、 认 真 地 对 待 自己 的 工 
作 。” 

那么 , 我 们 可 以 改变 英国 与 数学 教育 相关 
的 文化 氛围 吗 ? 范 教授 说 ,“ 在 英国 的 很 多 学 
校 , 我 已 经 看 到 了 改变 , 比如 安排 一 些 很 好 的 


是 一 则 新 闻 . 应 该 说 , 这 是 华人 数学 教育 受到 
国际 重视 的 一 种 反映 . 我 们 在 看 西方 , 向 西方 
数学 教育 学 习 , 与 此 同时 西方 也 在 看 东方 , 考 
察 东方 的 数学 教育 . 华人 数学 教育 正在 一 步 步 
地 走向 世界 . 

论坛 由 范 良 火 (英国 南 普 顿 大 学 ) 和 李 十 
希 (华东 师范 大 学 ) 两 位 教授 主持 . 主题 是 :“ 国 
际 和 比较 视野 下 的 华人 数学 教育 : 特点 、 优 点 
和 缺点 . ” 


数学 练习 . 不 过 , 在 其 他 方面 还 没有 看 到 我 们 
所 期 望 形成 的 那 种 文化 氛围 .” 

该 了 以 上 的 报道 , 我 们 确实 看 到 了 东西 方 
文化 上 的 差异 会 带 来 数学 教育 上 的 差异 . 文化 
没有 好 坏 之 分 , 只 是 互相 借鉴 , 更 多 地 总 合 . 我 
们 一 些 传统 做 法 , 正如 21 世 纪 以 来 课程 改革 所 
指出 的 那样 , 存在 着 许多 次 病 , 尤其 是 学 生 缺 
乏 上 自主 创新 的 意识 和 能 力 , 应 该 大 力 改进 . 但 
是 , 我 国 固有 的 一 些 传统 也 有 其 一 定 的 合理 性 . 
这 些 西方 曾经 使 用 过 而 后 来 被 丢弃 的 做 法 , 现 
在 反 过 来 要 向 中 国 、 新 加 坡 等 亚洲 国家 学 习 ， 
令 人 感慨 . 

改革 是 必要 的 , 但 是 “ 矫 枉 不 能 过 正 ?. 还 
是 费 学 通 先生 说 得 好 :“ 各 美 其 美 , 美人 之 美 ， 
美美 与 共 , 天 下 大 同 ”. 我 们 的 数学 教育 确实 
有 “美的 一 面 , 同时 也 要 学 习 别 人 之 “ 美 ”. 不 
可 夜 郎 自 大 , 但 也 不 能 妄 自 菲 薄 . 我 们 应 该 有 
足够 的 月 信 . 

(本 刊 记 者 综合 报道 ) 
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论坛 首先 由 本 次 国际 数学 教育 大 会 的 主 
席 赵 升 济 (Sun Je，Cho) 教授 讲话 . 他 对 《 论 
坛 》 表 示 祝 贺 , 并 在 会 议 上 “ 秀 " 汉 字 , 揭 开 了 

《论坛 》 使 用 中 文 的 序 医 . 

主持 人 事先 安排 了 11 位 演讲 人 , 每 位 发 
言 10 分 钟 . 他 们 是 : 

范 良 火 (英国 南安 普 顿 大 学 ), 李 叶 平 (美国 
德 殉 萨 斯 州 A&M 大 学 ), 蒙 金 法 (美国 特 拉 华 
大 学 ), 梁 贯 成 (香港 大 学 ), 黄 欠 姑 (香港 中 文 
大 学 ), 谢 丰 瑞 (人 台湾 师范 大 学 ), 黄斑 美 (台北 
市 立 教育 大 学 ), 张 英 伯 (北京 师范 大 学 ), 李 士 
销 (华东 师范 大 学 ), 马云 鹏 (东北 师范 大 学 ), 金 
美 月 (辽宁 师范 大 学 ). 

各 位 学 者 的 演讲 , 如 同 梁 贯 成 教授 所 言 ， 
围绕 着 华人 数学 教育 的 “ 产 出 ”、“ 投 入 ”和 “过 
程 ” 三 个 维度 展开 .数学 教育 的 “ 产 出 ”是 指 我 
们 教 出 来 的 学 生 的 数学 学 业 成 绩 和 态度 .“ 投 
入 ”是 指 我 们 在 数学 教育 研究 上 所 下 的 功夫 . 
“过 程 " 则 是 指 我 们 的 数学 教育 实践 . 


关于 上 海 学 生 在 PISA 考试 中 的 表现 , 这 . 


是 《论坛 》 的 第 一 个 焦点 ， 梁 教授 认为 我 们 
在 "“ 产 出 ?方面 做 得 很 好 . 历次 的 国际 数学 测 
试 , 包括 TIMSS 和 PISA, 中 国 大 陆 、 香 港 、 
台湾 、 澳 门 的 成 绩 都 相当 不 错 . 当然 , 引起 广 
泛 关注 的 是 最 近 一 次 的 PISA 数学 测试 , 中 国 
上 海 位 居 第 一 , 新 加 坡 第 二 , 英国 排 在 第 28 位 . 
于 是 英国 主流 媒体 《每 日 电讯 报 》 记 者 曾经 
采访 范 良 火 教授 , 询问 其 中 的 秘密 . 范 良 火 和 
梁 贯 成 都 认为 , 这 种 差异 大 多 是 文化 上 的 不 同 ， 
并 没有 什么 特别 的 秘密 . 

有 一 位 在 美的 华人 教授 问 : 上 海 学 生 
在 PISA 测试 中 成 绩优 秀 是 否 与 上 海 的 经 济 
发 达 有 关 ? 华东 师 大 的 徐 商 艳 教授 爆料 了 一 
个 未 公开 的 测试 结果 : “我 们 曾 做 过 一 次 来 公 
开 的 学 生 能 力 测 试 , 选取 了 上 海 、 克 拉 玛 依 、 
郑州 、 沈 阳 四 个 地 区 , 采用 的 是 TIMSS 测 试 
框架 (与 PISA 测试 有 所 不 同 ), 结果 上 海 学 生 
成 绩 仅 排 在 第 三 ， 郑 州 排名 第 一 , 后 面 依 次 
为 沈阳 、 上 海 、 克 拉 玛 依 .” 徐 教授 补充 说 ， 
在 PISA 测 试 中 , 上 海 学 生 是 因为 处 于 底部 成 绩 
人 数 少 , 即 最低 分 数 较 高 , 从 而 平均 成 绩 相 对 
优异 , 并 非 是 因为 优秀 的 学 生 多 而 名 列 第 一 ， 
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所 以 我 们 也 很 冷静 地 对 待 这 种 结果 , 它 不 过 是 
一 个 检测 而 已 . 

数学 英才 教育 的 缺失. 关于 优秀 学 生 的 表 
现 , 张 英 伯 教授 痛感 中 国 数 学 英才 教育 的 洲 后 . 
她 报告 了 今年 5、6 月 和 几 位 大 学 教授 、 中 学 
教师 访问 法 国 、 英 国 、 以 色 列 三 国 的 一 点 感 
想 . 以 下 是 他 们 在 法 国 的 一 些 见 闻 : “在 法 国 路 
易 大 帝 中 学 , 我 们 看 到 重建 于 18 世 纪 的 校园 ， 
教室 内 四 面 白 堵 , 只 有 一 块 黑板 , 没有 多 媒体 
设备 . 在 商科 预科 的 一 节 数 学 课 上 , 教师 在 黑 
板 上 非常 准确 、 形 象 地 在 平面 上 表示 =s 和 6 的 
取 值 区 间 . 这 只 是 该 校 上 课 的 一 般 水 平 . 在 法 
国 , 预科 班 学 生 要 在 两 年 内 学 习 数 学 分 析 、 高 
等 代数 、 近 世代 数 、 微 分 方程 、 理 论 概率 、 数 
论 、 复 变 、 实 变 等 课程 , 这 些 课 程 都 是 由 同一 
名 数学 教师 教授 . 第 二 天 , 我 们 在 巴黎 北 郊 的 
一 所 中 学 听 了 一 名 教师 接连 三 节 的 数学 课 . 第 
一 节 课 是 10 年 级 的 三 角 防 数 , 第 二 节 是 10 年 
级 兴趣 小 组 的 图 论 , 第 三 节 是 11 年 级 兴趣 小 组 
的 群 论 , 老师 非常 清楚 的 给 出 了 群 的 定义 . 反 
观 我 们 的 高 材 生 , 高 中 数学 围绕 高 考题 打转 、 
空转 . 两 相对 比 , 当知 我 们 努力 之 所 在 了 . ” 张 
英 伯 教授 认为 : “教育 的 原则 在 于 公平 , 要 保证 
每 个 孩子 有 受 教育 的 权利 . 但 教育 的 精髓 在 于 
因材施教 , 分 流 培 养 . 60 多 年 来 , 我 们 把 精英 
与 大 众 一 勺 烩 了 . 所 以 到 今天 才 有 :钱学森 之 
问 : 和 很 多 反思 . ” 

数学 教育 研究 的 软肋 . 论坛 的 第 二 个 焦 
点 , 涉及 梁 贯 成 教授 所 说 的 关于 数学 教育 研究 
的 “投入 ”， 梁 教授 认为 , 我 们 在 数学 教育 研究 
的 “投入 "不 足 , 理论 方面 还 是 很 弱 , 其 中 最 重 
要 的 地 方 就 是 研究 方法 ,研究 方法 直接 决定 着 
结果 的 正确 与 否 , 你 的 结论 成 立 与 否 要 靠 数 据 

地 良 讳 言 , 数学 教育 的 学 术 话 语 权 在 西 
方 . 我 们 必须 看 西方 , 向 西方 学 习 . 台湾 师 大 
的 谢 丰 瑞 博 士 在 发 言 的 最 后 说 :“ 我 希望 参与 
国际 研究 的 华人 : 第 一 , 要 努力 尝试 融入 西方 
的 环境 ; 第 二 , 要 发 展 我 们 自己 的 观点 ”. 北京 
师范 大 学 曹 一 鸣 教 授 有 一 些 不 同 的 意见 . 他 质 
疑 “ 融 入 西方 的 环境 ”"， 应 该 是 “ 共 融 " 才 对 ; 中 
国 其 实 也 有 数学 教育 理论 ,只 不 过 没有 使 用 
西方 的 语言 罢了 . 谢 博 士 回 应 说 : 我 的 第 二 
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点 就 是 说 要 发 展 自己 的 观点 , 有 自己 的 理论 . 
只 是 我 们 暂时 没有 自己 的 关于 师资 培训 的 理 
论 , 西方 没有 采用 其 他 东方 的 理论 , 于 是 只 好 
采用 MPCK 的 理论 , 这 可 能 也 与 语言 的 区 别 有 
关 . 如 果 有 一 天 是 别人 来 采用 我 们 的 理论 , 那 
就 太 好 了 嘛 ! 主持 人 范 良 火 说 , 他 们 两 人 的 观 
点 并 没有 矛盾 , 都 是 要 发 展 自己 . 

从 《论坛 》 的 许多 发 言 来 看 , 进入 21 世纪 
以 来 的 10 多 年 间 , 中 国 数学 教育 已 经 做 了 不 少 
的 工作 , 正在 一 步 步 地 前 进 . 

2004 年 《How Chinese Learn Mathemat- 
ica》 问 记 , 备 受 关注 . 美国 的 600 来 个 图 书馆 
都 有 收藏 、 范 良 火 宣布 《How Chinese Teach 
Mathematics》 也 即将 推出 . 

华东 师 大 的 王建 般 在 会 上 介绍 《Review 
the History of Mathematics Education in 
China》 的 出 版 . 这 是 2008 年 第 11 忆 国际 数学 
教育 大 会 上 “中 国 展示 ”的 英文 稿 . 

李 时 平 教授 介绍 他 即将 出 版 的 新 作 

《How Chinese Teach Mathematics and Im- 
prove Teaching》. 该 书 的 特色 是 : 不 仅 关注 中 
国 数学 教师 在 课堂 内 部 的 教学 , 也 关注 事前 的 
备课 以 及 课 后 的 总 结 或 辅导 ; 此 外 , 并 不 是 只 
关注 个 别 教 师 的 教学 , 也 涉及 了 学 校 管理 人 员 
及 教育 政策 决策 人 的 相关 工作 . 

这 些 著 作 的 出 版 , 标志 着 华人 的 数学 教育 
研究 正在 一 步 步 地 走向 世界 . 

其 实 , 西方 也 在 看 东方 . 近 几 年 来 , 李 士 锚 
教授 多 次 应 邀 去 欧美 国家 介绍 中 国 大 陆 的 数学 
教育 . 他 在 发 言 中 说 , 当今 国际 数学 教育 领域 ， 
点 统治 地 位 的 教育 理论 与 信息 基本 上 是 出 自 西 
方 学 术 界 , 再 传播 至 东方 . 但 是 我 们 东亚 地 区 
乃至 全 世界 的 华人 数学 教育 有 自己 的 文化 传 
统 , 在 过 去 的 15 一 20 年 , 我 们 一 方面 向 西方 学 
术 界 学 习 , 同时 我 们 也 能 为 国际 数学 教育 研究 
贡献 出 自己 的 力量 . 我 们 需要 保持 自己 的 民族 
性 , 努力 促进 国际 数学 教育 研究 的 多 样 化 . 

关注 数学 教师 的 成 长 . 这 次 《论坛 》 中 
有 三 位 发 言 都 集中 在 “数学 教师 的 成 长 ”的 
课题 上 ， 谢 丰 瑞 博士 发 言说 , 我 从 2002 至 今 
的 8 年 中 , 参与 了 Mathematic Teaching of the 
21 Century Study (21 世纪 数学 教学 ) 的 国际 研 
究 . 它 是 第 一 个 大 样本 的 有 关 数 学 师资 培训 的 
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研究 , 单 在 台湾 当时 就 包括 了 六 百 多 位 职 前 老 
师 . 通过 收集 资料 , 去 考查 老师 . 这 一 研究 采用 
数学 教学 内 容 知 识 (MPCK) 的 理论 框架 . 现在 
已 经 有 一 本 书 问 世 . . 

比如 MPCK, 是 由 美国 人 Lee Shulman 做 
出 来 的 , 其 中 有 很 多 题目 并 不 适合 东方 人 去 做 ， 
人 至少 是 不 适合 台湾 . 这 需要 我 们 进行 研究 补充 
修改 . 例如 , 关于 数学 题 的 标准 答案 , 各 国 的 观 
点 是 不 一 样 的 . 这 里 举 一 个 简单 的 例子 :“ 对 任 
意 的 正 整 数 n, 2 与 nn 十 2 中 哪个 更 大 ? ”有些 
国家 的 学 者 认为 给 出 以 下 的 图 表 就 行 了 . 可 是 
对 我 们 台湾 来 讲 , 只 给 出 四 个 数 不 够 , 必然 要 
靠 一 个 推导 来 论证 . 这 就 是 差异 , 需要 贡献 我 
们 华人 的 意见 . 





李 士 销 教 授 的 发 言 也 有 关 数 学 教师 的 发 
展 . 他 提 到 2009 年 在 美国 南 加 州 召 开 了 一 次 
关于 中 美 两 国 数学 教师 发 展 的 研讨 会 ， 会 上 ， 
类 国 科 学 院 和 美国 数学 教育 委员 会 邀请 了 中 
国 大 陆 3 个 城市 (北京 、 上 海 、 苏 州 )9 名 人 员 ， 
每 个 城市 派出 1 名 优秀 中 学 教师 、1 名 教研 员 
及 1 名 大 学 教师 . 美国 方面 也 有 相应 的 人 员 参 
加 (现场 在 座 就 有 李 叶 平 、 安 淑 华 、 鲍 建生 等 
参加 ). 研讨 会 形成 一 本 总 结 手册 , 提出 了 中 美 
数学 教育 领域 对 比 明 显 的 7 条 结论 . (中 国 方面 
的 特点 ) 

* 通常 数学 教师 就 是 专家 , 即使 是 小 学 也 
是 如 此 ; 

* 中 国 的 数学 教学 是 公开 的 、 促 进 合 作 
的 、 带 有 标准 和 结构 的 实践 活动 , 与 之 对 比 ， 
在 美国 教学 则 是 私人 的 ，; 

* 教学 专业 具备 清晰 的 专业 等 级 , 即 教师 
也 有 竞争 体制 , 这 在 世界 范围 内 也 是 少 有 的 ， 
从 新 教师 到 优秀 教师 有 明确 的 、 正 式 的 职称 ; 

* 优秀 教师 会 继续 在 教学 岗位 上 , 并 利用 
环 莹 为 基地 , 承担 其 他 的 责任 , 这 些 工作 都 是 
在 学 校 里 公开 的 条 件 下 完成 的 , 而 在 美国 , 一 
名 教师 成 长 为 “master teacher” 往 往 会 被 提拔 
到 一 - 些 非 教学 岗位 上 去 ; 
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+ 教师 专业 发 展 是 嵌入 在 学 校 的 日 常 工作 
中 的; 

* 国家 课程 能 够 让 教师 拥有 更 多 的 时 间 在 
备课 中 持续 地 加 以 改进 ; 

* 在 形成 如 何 改进 教学 经 验 的 过 程 中 , 教 
师 是 非常 积极 的 . 

这 一 对 比 , 很 鲜明 地 反映 了 中 国 特色 . 这 
样 的 结果 倒 也 无 禹 用 “数据 * 来 论证 . 

范 良 火 教授 的 演讲 也 集中 在 “教师 的 成 
长 ”. 他 首先 担 到 “数学 教师 的 专业 化 塔 养 和 发 
展 ” 问 题 . 他 认为 , 数学 教师 职 前 培养 的 专门 化 
和 数学 学 科 结 构 的 专业 化 , 使 得 数学 教师 只 教 
数学 . 这 是 我 们 的 一 个 优点 , 我 们 应 该 保持 . 但 
是 要 注意 发 展 数 学 教师 关于 其 他 学 科 知 识 (水 
平 ), 加 强 与 其 他 学 科教 师 专业 的 交流 , 用 其 他 
学 科 知 识 丰 富 数 学 教育 (知识 ), 防止 割裂 . 其 
次 , 中 国 数学 教师 职 后 发 展 的 多 样 化 和 系统 化 ， 
值得 高 度 肯 定 ， 因为 中 国有 特殊 的 体制 , 有 省 
教研 室 、 市 教研 室 、 县 教研 室 等 , 也 有 省 教育 
局 、 市 教育 局 、 县 教育 局 等 , 有 一 个 (管理 ) 系 
统 , (在 管理 上 ) 比较 多 样 化 和 系统 化 . 

更 深刻 地 认识 自己 . 《论坛 》 的 第 三 个 聚 
焦 领 域 是 对 我 们 自己 实践 的 总 结 与 认识 . 这 些 
演讲 各 具 特 色 . 

马云 鹏 教授 分 析 了 中 国 大 陆 小 学 数学 课 
的 特点 ， 他 的 研究 团队 搜集 到 从 1992 年 到 
2010 年 所 有 观摩 课 的 获奖 录像 , 特别 地 ,2008 
年 教育 部 在 全 国 搜集 了 800 多 节 课 , 然后 评选 
了 55 节 课 获得 一 等 奖 ( 马 教授 是 评委 之 一 ). 他 
对 所 搜集 到 的 获得 一 、 二 等 奖 且 具有 可 比 性 
的 典型 课 做 了 课 党 分析, 认识 到 : 按照 课程 改 
革 的 理念 , 近 十 年 小 学 数学 课堂 发 生 了 许多 
好 的 变化 . 但 也 有 二 十 年 来 没有 改变 的 东西 : 
(1) 课 党 结构 没有 变 , 还 基本 上 是 “复习 一 教学 
一 练习 一 小 结 > 的 流程 ; (2) 教学 活动 依然 以 公 
共 活 动 为 主 , 统计 数据 显示 个 人 活动 甚至 不 超 
过 30%, 主要 还 是 通过 教师 提问 一 学 生 回 答 的 
互动 式 教 学 . 

这 样 的 研究 , 是 很 有 意义 的 ， 当 时 徐 斌 艳 
教授 (上海 华东 师范 大 学 ) 曾 提问 该 研究 所 用 
的 分 析 软 件 是 什么 ?马云 鹏 教授 回应 说 : 我 们 
用 的 是 很 策 的 方法 , 就 是 通过 听 录 音 , 看 录像 ， 
一 点 点 去 记录 它 的 时 间 , 进行 分 析 . 
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黄 妆 英 教 授 的 演讲 指出 , 我 们 在 积极 做 研 
究 时 , 要 实事 求 是 地 看 待 我 们 中 国 的 数学 教育 ， 
不 要 把 自己 放 得 太 小 , 也 不 能 放 得 太 大 ( 既 不 
万 自 菲 薄 , 也 不 系 自 苯 大 ). 他 做 了 以 下 的 反思 . 

反思 一 : 成 也 孔子 , 败 也 扎 子 ? 当 谈 及 中 
国教 育 时 , 孔子 是 绕 不 开 的 话题 . 但 是 我 们 总 
是 把 中 国教 育 的 坏 现 象 归结 到 孔子 身上 , 某 些 
情况 下 我 们 把 孔子 完全 打 霉 了. 是 否 合适 ? 

反思 二 : 中 国 的 传统 学 说 里 常常 有 不 少 篇 
幅 谈 到 “ 悟 ”, 所 以 中 国 古 代 教 育 并 不 是 我 们 现 
在 所 想象 的 全 部 都 是 “ 填 卜 式 ” 的 满堂 灌 . 

反思 三 : 何 为 教 ? 何 为 学 ? 什么 是 学 
习 ? 其 实 是 一 种 “熟练 ”的 过 程 . 例如 学 习 弹 
钢 鞭 , 要 做 到 脱离 曲谱 才 算 是 学 会 .又 如 很 
多 禅宗 书籍 提 到 的 佛教 核心 show to not to 
think”, 也 就 是 “ 技 到 无 心 始 见 奇 *. 中 国 传统 观 
念 中 “ 教 " 含 义 是 非常 广泛 、 多 元 化 的 , 不 仅仅 
是 老师 “ 教 " 学 生 , 也 可 以 是 自己 “ 教 " 自 己 , 还 
包括 大 自然 “教育 "人类. 

反思 四 : 深层 程序 的 内 涵 是 什么 ? 对 
于 '" 变 式 教 学 "我 们 需要 扣 心 自问 : 这 是 不 是 
真正 的 “中 国 式 * 数 学 ? 是 不 是 普遍 存在 ? 是 不 
是 只 有 形式 而 没有 掌握 精 稻 ? 

反思 五 : 规范 和 自由 之 间 . 正如 硬币 有 
正 反 两 面 ,我们 的 教育 也 许 也 需要 另 一 种 哲 
学 : 在 “ 空 ” 与 “有 ”之 间 . 也 就 是 在 “规范 ”与 “ 自 
由 ”之 闻 寻 求 平 衡 . 

最 后 , 黄 毅 英 指出 , 《论语 》 中 对 孔子 的 
教学 评价 是 “夫子 淳 淳 然 善 诱 人 ”, 那 就 是 孔子 
不 是 把 知识 单纯 地 传输 给 学 生 , 而 是 引诱 学 生 
自己 去 学 习 , 这 也 是 我 的 教学 观点 . 

台湾 的 黄 幸 美 教授 谈 到 了 台湾 20 年 来 
的 数学 教育 改革 . 早 在 1993 年 , 推行 “问题 解 
次 ”思考 的 教学 , 让 小 朋友 进行 合作 解 左 学 习 ， 
同时 发 展 了 很 多 校园 数学 , 尤其 是 所 谓 建构 性 
的 数学 , 那个 时 候 非常 流行 . 后 来 , 因为 发 现 小 
孩子 在 讨论 中 花 了 过 多 的 时 间 , 数学 的 基本 能 
力 下 降 , 于 是 有 一 点 收敛 回来 从 2003 年 一 直 
到 现在 , 再 一 次 的 把 数学 的 计算 能 力 与 数学 的 
概念 理解 列 为 同等 的 重要 . 

目前 台北 市 推行 班 班 有 电脑 , 班 班 有 电子 
向 板 , 于 怎么 样 把 数 材 变 成 E-textbook, 而 不 是 
只 把 教材 扫描 放 到 电子 白板 上 就 完事 ? 使 用 投 
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影 机 等 等 设备 , 教室 的 光线 很 暗 . 老师 要 用 银 
幕 来 (讲课 ), 同时 还 要 巡视 , 要 求 老 师 既 要 和 
学 生 接近 , 了 解 他 们 的 思想 , 又 要 去 操控 投影 
等 等 , 这 些 都 可 能 影响 师 生 互动 . 我 们 担心 以 
后 的 老师 就 是 一 个 嘴巴 和 一 个 手指 头 (进行 孝 
学 ), 这 样 教师 就 不 太 有 机 会 走 下 讲台 去 看 小 防 
子 的 解 题 状况 和 参与 他 们 的 讨论 , 这 是 我 们 有 
点 担心 的 . 所 以 , 目前 为 了 改善 (这 种 状况 ) 我 
们 很 积极 地 去 做 教师 专业 发 展 培训 . 

金 美 月 教授 (辽宁 师范 大 学 ) 的 发 言 题目 
是 : 中 国学 生 数学 情感 研究 . 2001 年 开始 的 课 
程 改革 , 把 情感 列 为 一 个 很 重要 的 课程 目标 . 
她 注意 到 东北 三 省 的 少数 民族 , 包括 朝鲜 族 、 
蒙古 族 , 他 们 有 自己 的 文化 、 民 族 语言 , 还 有 
自己 的 一 些 文字 , 是 典型 的 少数 民族 . 那么 , 他 
们 的 数学 情感 会 是 什么 样子 的 ? 这 些 研究 给 我 
们 在 教学 方面 的 启示 又 是 什么 样子 的 ? 金 教授 
就 信念 、 态 度 、 动 机 三 方面 进行 了 分 析 . 

茶 金 法 教授 (美国 将 拉 华 大 学 ) 的 发 言 , 为 
如 何 开展 “数学 教育 研究 "提供 了 一 个 样本 . 他 
说 , 我 们 有 一 个 小 小 的 团队 , 做 了 三 方面 的 事 
情 . 首先 是 做 中 国 跟 美国 这 两 个 国家 学 生 的 学 
习 与 教学 的 比较 ; 第 二 个 是 关于 数学 课程 的 研 
究 ; 第 三 个 是 关于 教学 探索 项 目 . 教学 探索 项 
目 是 用 问题 解 题 作为 教学 方法 , 看 看 “教师 的 
教 跟 学 生 的 学 ”到 底 有 怎么 样 的 影响 . 

获 教 授 较 详细 地 介绍 了 关于 家 长 的 参与 ， 
即 怎样 看 父母 亲 的 参与 对 孩子 数学 学 习 的 影 
响 . 计划 从 五 个 方面 来 观察 父母 在 家 里 的 角色 : 

第 一 , 鼓励 者 , 鼓励 孩子 读 的 好 . 

第 二 , 资源 的 提供 者 

第 三 , 监控 者 . 监控 孩子 用 时 间 的 状况 , 而 
不 是 说 一 天 24 小 时 经 常 地 在 玩 电子 游戏 , 而 是 
看 他 到 底 多 少时 间 看 电视 、 多 少时 间 学 习 等 
等, 就 是 监控 的 作用 . 

第 四 个 作用 就 是 真正 的 对 数学 的 内 容 进 
行 指导 . 学 生 不 会 做 的 题目 , 父母 帮 着 做 

最 后 一 个 是 对 数学 学 习 的 咨询 者 . 咨询 者 
的 意思 就 是 孩子 在 某 个 数学 上 有 困难 , 就 帮 他 ， 
就 像 顾 问 一 样 帮忙 分 析 一 下 为 什么 他 在 数学 上 
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有 这 么 大 的 困难 , 怎么 来 克服 . 研究 中 用 这 五 
个 方面 来 预测 学 生成 绩 , 大 都 非常 有 效 . 

第 二 个 研究 是 关于 课程 改革 . 研究 对 象 有 
十 个 学 区 , 对 十 个 学 区 差不多 都 有 2 万 的 学 生 
进行 跟踪 , 包括 初中 生 和 高 中 生 . 目的 是 要 弄 . 
清楚 , 当 这 些 学 区 采用 这 个 改革 型 课程 的 时 
候 , 对 学 生 的 学 习 到 底 有 没有 影响 , 接 下 来 葡 
教授 展示 的 是 : 看 其 中 的 一 个 变量 一 -“ 原 意 
改革 ”的 程度 , 对 学 生 的 学 习 上 影响 有 多 大 . 研究 
者 从 四 个 方面 来 看 : (1) 学 区 主管 对 改革 计划 
的 文 持 ; (2) 校长 对 改革 计划 的 支持 ; (3) 教师 
对 改革 计划 的 信任 ; (4) 学 区 对 改革 计划 支持 
的 连贯 性 . 把 这 四 个 方面 作为 一 个 衡量 这 个 学 
区 “ 晤 总 改革 ”的 程度 . 

接 下 来 莹 教授 给 大 家 看 了 两 张 图 站. 一 张 
表 是 从 1998 年 开始 到 2004 年 的 成 绩 , 他 们 跟 
踪 学 生 5、6 年 , 这 里 (图 表 中 ) 的 每 一 个 点 , 表 
示 前 面 一 个 到 后 面 一 个 自 变 量 的 差别 , 横向 的 
坐标 表示 “愿意 ”的 程度 是 多 少 , 纵 坐 标 表 示 的 
是 “下 ”的 还 是 “ 负 ” 的 , 通过 这 个 图 表 很 快 就 可 
以 看 到 , 如 果 “ 愿 意 ” 的 程度 越 高 , 后 面 的 成 绩 
减 去 前 面 的 成 绩 “ 正 ”的 就 多 , 这 说 明 “愿意 ” 程 
度 对 学 生 的 学 习 有 很 大 的 影响 . 如 果 这 个 “ 愿 
意 ” 程 度 很 负面 , 学 生 的 学 习 成 绩 也 是 很 负面 
的 , 用 改革 型 教材 , 不 但 没有 帮助 反而 有 害 . 

蔡 教 授 的 发 言 引起 了 许多 讨论 . 不 过 ， 
给 笔者 感触 最 深 的 是 ， 如 何 衡 最 “家 长 参与 ”， 
和 “愿意 改革 ”这 样 的 概念 , 蒙 教 授 的 设计 体现 
了 了 如何“ 用 数据 说 话 ”* 的 要 求 . 

英国 的 琼斯 教授 , 在 论坛 上 作 了 “英国 人 
眼中 的 中 国 数学 教育 ”的 发 言 . 他 访问 中 国之 
后 认为 , 中 国有 现 个 长 处 , 一 是 有 许多 优秀 的 
研究 学 者 ,如 顾 洽 沅 、 郑 毓 信 、 鲍 建生 、 昔 
一 鸣 、 丁 莉 薄 等 等 ， 二 是 有 许多 优秀 的 理念 ， 
如 “ 变 式 教学 >,'“ 双 基 发 展 到 四 基 " 教 学 等 等 . 
他 期 待 着 这 些 理念 的 发 展 ，- 

这 次 《论坛 》, 到 会 者 多 , 专家 云集 , 气氛 
热烈 , 可 惜 时间 只 有 两 个 多 小 时 . 2012 年 7 月 
i1l 日 晚 19 点 25 分 , 主持 人 范 良 火 宣 布 《 论 
坛 》 结 来 . 


2012 年 第 10 期 


郝 学 教学 


10—7 


让 学 生 在 探究 中 学 习 
一 以 《三 角形 三 边关 系 》 为 例 


362000 ”福建 泉州 鲤 城 区 教师 进修 学 校 ” 曾 泽 群 
362000 ”福建 泉州 实验 中 学 杨 峰 


探究 学 习 是 让 学 生 经 历 从 未 知 到 已 知 的 
过 程 , 在 这 一 过 程 中 往往 又 伴随 着 合作 . 探究 
学 习 追 求 的 不 仅仅 是 一 个 结论 , 更 是 一 种 经 历 ， 
它 对 于 提高 学 生发 现 和 提出 问题 、 分 析 和 解决 
问题 的 能 力 起 着 至 关 重 要 的 作用 . 在 进行 《三 
角形 三 边关 系 》 的 教学 设计 时 , 笔者 兼顾 华东 
师 大 版 实验 教材 初中 几何 “观察 与 操作 , 感知 
确认 并 辅 以 数学 说 理 * 的 教学 原则 , 按照 “提出 
问题 一 -解决 问题 一 形成 数学 结论 ”的 过 程 来 
组 织 教 学 , 让 学 生 在 探究 中 学 习 . 

一 、 实 验 操作 -一 提出 问题 

为 了 将 发 现 和 提出 问题 的 机 会 留 给 学 生 ， 
笔者 设计 了 一 个 实践 与 反思 的 活动 . 具体 如 下 : 

(一 ) 操作 活动 

请 同学 们 从 预先 准备 的 八 根 小 棒 ( 其 中 
三 根 小 棒 长 度 均 为 4cm， 另 五 根 小 棒 长 度 分 别 
为 2cm, 3cm, 5cm, 6cm, 7cm) 中 任意 取出 三 根 
摆 三 角形 (至少 五 次 以 上 ), 并 记录 每 次 所 取 三 
根 小 棒 的 长 度 及 实验 操作 的 结果 . 

(二 ) 活动 反思 

根据 实验 操作 所 获取 的 数据 及 对 应 的 结 
果 , 想 一 想 你 能 从 中 得 出 什么 结论 , 并 提出 相 
关 的 探索 问题 . 

该 活动 创设 了 一 个 让 学 生动 手 操作 的 情 
景 , 然后 通过 活动 反思 中 所 设置 的 开放 性 问题 ， 
活跃 学 生 的 思维 , 激 起 学 生 的 问题 意识 , 并 从 
中 体验 收集 数据 、 分 析 数 据 、 获 取 结 论 或 提出 
问题 的 过 程 , 逐步 学 会 透 过 现象 看 本 质 ， 

活动 过 程 : 先 独立 完成 再 小 组 讨论 、 汇 
总 , 地 后 班级 交流 、 互 动 . 在 班级 交流 展示 中 ， 
采取 “ 谁 先 完成 , 谁 就 先 将 解答 展示 到 黑板 , 他 





人 作 补 充 ?的 方式 . 这 样 可 节约 展示 的 时 间 , 方 
便 提 前 完成 任务 的 同学 思考 、 消 化 其 他 同学 
的 解答 ,以 弥补 自己 思维 上 的 空缺 , 增加 思维 
交流 的 时 间 与 空间 , 在 班级 互动 中 , 教师 根据 
需要 , 在 投影 仪 下 借助 教具 再 次 展示 实验 个 
例 (如 图 1、2、3, 将 两 根 小 棒 的 一 个 端点 分 别 
与 小 棒 AB 的 两 端点 对 接 固定 , 然后 转动 这 两 
根 小 棒 , 看 看 它们 的 为 一 个 端点 是 任 会 交汇 于 
一 点 , 是 否 会 构成 一 个 三 角形 ), 以 便 全 体 学 生 
感悟 、 理 解 由 本 活动 生成 的 结论 : 





人 


+ 

和 
™ - 
TT 


操作 结果 出 现 以 下 两 种 情况 . 

(1) 不 能 构成 三 角形 , 如: 2cm，3cm，5cm 
与 2cm，3cm , 6cm: 

(2) 能 构成 三 角形 ， 如 : 4em、4cm、4cm 
(等 边 三 角形 ), 4cm、4cm、7cm (等 腰 三 角形 )， 
4cm、3cm、5cm (直角 三 角形 )，7cm、6cm、5cm 
(锐角 三 角形 ), 7cm、6cm、3cm ( 钝 角 三 角形 ). 

由 操作 结果 得 到 结论 : 并 非 任意 的 三 条 线 
段 都 能 组 成 一 个 三 角形 ; 

提出 探究 问题 : 怎样 判断 三 条 线段 能 否 构 
成 一 个 三 角形 ? 或 另 一 个 等 价 的 问题 : 已 知 两 
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条 线段 , 怎样 选择 第 三 条 线段 , 才能 构成 一 个 
三 角形 ? 

二 、 解 决 问题 

” (一) 分析 数 据 ”探求 结论 

由 操作 结果 提出 的 问题 是 一 个 条 件 未 知 
的 探究 问题 , 这 对 于 初 一 学 生来 说 是 一 个 挑战 ， 
为 了 提高 学 生 探 究 的 有 效 性 , 教师 设计 了 以 下 
系列 问题 来 引导 学 生 探 究 学 习 . 

问题 1: 你 将 采取 什么 方法 、 从 哪里 入 手 
解决 问题 “怎样 判断 三 条 线段 是 否 能 构成 一 
个 三 角形 ? ”( 在 解决 了 问题 1 的 茜 础 上 提出 问 
题 2) 

问题 2， 从 摆 三 角形 时 记录 的 数据 及 结果 
入 手 , 观察 三 条 线段 构成 三 角形 与 这 三 条 线段 
的 长 度 的 关系 , 并 写 出 探究 结果 . (在 解决 了 问 
. 题 2 的 基础 上 提出 问题 3) 

问题 3: 反之 , 构成 三 角形 的 三 条 线段 是 盏 
会 满足 任意 两 条 线段 长 度 之 和 大 于 第 三 条 线段 
的 长 度 . 

这 是 通过 相互 关联 的 问题 串 来 引导 学 生 
探索 . 前 面 两 个 问题 , 对 于 首次 接触 “由 形 转 化 
成 数 进行 问题 解决 ?的 学 生来 说 非常 必要 , 问 
题 3 则 便于 与 三 角形 三 边关 系 接轨 , 为 后 续 由 
现实 背景 抽象 出 数学 模型 服务 . 有 了 问题 引导 ， 
就 可 以 减少 学 生育 目的 尝试 , 有 效 地 利用 课 答 
时 间 , 从 而 避免 牧羊 式 的 教学 , 体现 新 课程 的 
教师 角色 ， 

对 于 问题 1, 学 生 借 助 前 面 实验 所 获得 的 
经 验 , 再 经 过 生生 讨论 、 交 流 , 师 生 互动 , 不 难 
得 出 三 条 线段 能 否 构 成 一 个 三 角形 与 这 三 条 线 
段 的 长 度 有 关 . 因此 , 解决 前 面 提 出 的 问题 实 
际 上 就 是 解决 问题 : 三 条 线段 的 长 度 满 足 什 么 
关系 时 , 这 三 条 线段 才能 构成 一 个 三 角形 .而 
解决 这 个 问题 应 该 从 摆 三 角形 时 记录 的 数据 及 
结果 入 手 . 这 样 , 形 的 问题 就 转化 成 数 的 问题 
来 研究 , 体现 了 数 形 结合 思想 . 

“对 于 问题 2, 学 生 先 凭借 直接 思维 , 后 用 计 
算 , 再 用 实验 (县 放 比 较 ) 进行 操作 验证 , 最 后 
通过 互动 获得 探究 结果 : 任意 两 条 线段 长 度 之 
和 大 于 第 三 条 线段 的 长 度 , 这 三 条 线段 可 构成 
一 个 三 角形 , 否则 , 不 能 构成 一 个 三 角形 

对 于 问题 3, 学 生 的 回答 是 肯定 的 ， 

(二 ) 动态 实验 ”直观 验证 
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为 了 验证 问题 3 答案 的 正确 性 , 教师 可 
昔 助 多 媒体 辅助 教学 , 利用 几何 画板 动态 地 
演示 其 几何 模型 的 变化 过 程 ， 如 图 4, 在 几 
何 画 板 中 , 用 鼠标 拉动 下 面 右 边 三 角形 的 项 
点 4、B、C 中 的 任意 一 点 , 即 改变 线段 AB、 
AC、BC 的 长 度 , 随 之 左边 各 线段 的 长 度 、 线 
段 的 长 度 和 就 会 显示 相应 的 数据 , 这 样 , 学 生 
对 比 * 数 ”与 “ 形 ”, 直观 地 验证 以 上 答案 . 
入 CBtmAC=6.68 碍 米 pm 84 =3.65 厘 米 


WAC+iB4=6.07 黑 米 mm G8=4.26 厘 米 
mCBtmB4=791 厘 米 mAC=2.42 厘 米 


4 






B 
“图 4 

三 、 形 成 数学 结论 

(一 ) 数学 思考 

问题 1: 如 果 略 去 三 条 线段 摆 三 角形 的 背 
景 , 从 三 角形 切入 , 你 能 得 出 三 角形 三 边关 系 
的 有 关 结 论 吗 ? 

问题 2: 将 文字 语言 (三 角形 的 任何 两 边 之 
和 关于 第 三 边 ) 转化 成 图 形 语 言及 符号 语言 . 

问题 3: 联想 , 能 利用 前 面 学 过 的 有 关 基 本 
事实 对 “三 角形 的 任何 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ” 进 
行 说 理 吗 ? 

问题 4: 数学 结论 :“ 三 角形 的 任何 两 边 之 


”和 大 于 第 三 边 * 是 否 可 以 延伸 变换 得 出 其 他 形 


式 的 结论 ? 

通过 这 些 问 题 让 学 生 经 历数 学 化 的 过 程 ， 
提高 三 种 语言 互 化 的 能 力 , 在 实验 操作 、 感 知 
确认 的 基础 上 进行 理性 的 思维 , 可 以 发 展 学 生 
的 符号 意识 、 逻 辑 推 理 能 力 . 

对 于 问题 3, 学 生 可 以 将 三 角形 看 成 联结 
两 点 的 线 有 两 条 , 一 条 是 线段 , 一 条 是 折线 . 这 
就 使 得 学 生 联 想到 用 前 面 学 过 的 基本 事实 :两 
点 之 间 , 线段 了 最短” 进行 说 理 . 

对 于 问题 4 学 生 对 三 角形 三 边 的 关系 进 
行 变形 后 , 便 可 筛选 出 它 的 两 个 等 价 的 命题 : 
即 * 三 角形 的 任意 两 边 之 差 小 于 第 三 边 *" 和 “三 
角形 的 任意 一 边 大 于 其 他 两 边 之 差 的 绝对 值 ， 
小 于 其 他 两 边 之 和 ”, 从 这 也 就 解决 了 第 一 层 
面 提 出 的 问题 : 已 知 两 条 线段 , 第 三 条 线段 怎 
样 选择 , 才能 构成 一 个 三 角形 . 

(二 ) 动态 变化 ”直观 感受 
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举 反 例 也 需 分 析 推 理 
一 由 平行 四 边 形 的 判定 衍生 的 命题 真 假说 起 


200090 ”上海 市 新 大 桥 中 学 赵 艳 凤 


在 复习 平行 四 边 形 的 判定 定理 时 , 为 更 好 
地 掌握 判定 , 明确 由 判定 衍生 出 的 命题 的 真 假 ， 
笔者 设计 了 这 样 一 道 条 件 开放 的 题目 , 以 引起 
学 生 的 注意 和 思考 . 

题目 如 图 1, 在 四 边 形 4BCD 中 , 对 角 
线 AC、BD 相交 于 点 O, 在 下 列 四 个 选项 中 
任 选 两 个 作为 条 件 , 以 平行 四 边 形 作 为 结论 
构成 命题 , 共有 几 个 命题 , 其 中 有 几 个 真 命 
题 ? ( 注 : 本 文 所 说 的 四 边 形 都 是 凸 四 边 形 ) 

@ AD/BC, ® AO = O00, ® ABAD = 


A A SS A SA A SS A A A A A AAA AA 


为 了 加 强 学 生 对 问题 4 结论 的 进一步 理 
解 , 教师 可 借助 几何 画板 或 教具 , 动态 地 演示 
该 结论 的 几何 模型 的 运动 变化 过 程 : 

如 图 5, 教具 演示 ( 边 4B、BC 是 定 值 且 
AB>BO, 点 和 4 固定 ,让 点 C 沿 直线 AC 滑动 ): 


me 。 mp pm 
ED A 有 人 
闪避 当 4B++B'C=AC 时 ， 
Eo AB 人 成 一 条 直线 


co 
ZN 向 站 A CC” 有 
A 站 

C ss MAB" -BCA CH, 


AC"B" 成 一 条 直线 
图 5 


或 几何 画板 演示 (如 图 6,A4BC 中 , 边 
AB、BC 为 定 值 且 4B > BC, 点 C 在 以 了 BC 
长 为 半径 的 圆 互 上 运动 ): 

这 是 通过 几何 画板 或 教具 的 演示 (实验 操 
作 ), 让 学 生 直 观感 受 经 过 变形 后 所 得 的 数学 结 
论 的 正确 性 , 使 学 生 知道 可 以 用 运动 变化 的 观 
点 来 思考 问题 , 解决 问题 . 


LZBCD, @ AB = CD. 
4 < D 
大 、\ 、 
图 1 
显而易见 , 四 个 条 件 共 有 六 种 不 同 的 组 合 ， 
即 中 和 包 ; 由 和 思 ; 由 和 外 ; 所 和 人 @; 名 和 
@; @ 和 人 @, 与 结论 形成 六 个 命题 . 


Fe Ne Na ed ao 





Cc_ 8 1 4 \ BB 人 扩 
7 < _ _ 点 4、8、 C 在 同一 直线 
4 + 4 iB |) 
点 4、C、8 在 同一 直线 
图 6 
纵 观 整个 教学 设计 , 学 生 不 但 可 以 掌握 三 
角形 三 边关 系 的 知识 , 为 三 边关 系 的 应 用 作 好 
铺垫 , 而 且 可 以 经 历 分 析 数 学 事实 , 提出 有 意 
义 的 数学 问题 , 进而 解决 问题 (探求 数学 结论 ， 
并 进行 说 理 ) 的 数学 探究 全 过 程 , 达到 以 知识 
为 载体 , 培养 学 生 的 问题 意识 , 提高 学 生 分 析 
和 解决 问题 的 能 力 的 教学 景观 . 为 新 课程 所 倡 
导 的 学 习 方 式 (探究 学 习 ) 作 积 极 有 效 的 尝试 . 
参考 文献 
[1 曾 泽 群 ， 如何 进行 数学 问题 情境 教 
学 [IM]// 曾 大 洋 . 如 何 上 好 一 堂 数学 课 . 上 海 : 
华东 师范 大 学 出 版 社 , 2009. 
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前 三 个 命题 , 即 分 别 以 中 、 四 ; 四 、 国 ; 9、 
出 为 条 件 的 命题 , 它 的 真 假 显而易见 , 前 两 个 
是 真 命题 , 后 一 个 是 假 命 题 , 反例 是 等 腰 梯 形 . 
本 文 主要 针对 后 三 个 命题 进行 分 析 . 

1. 以 包 、 名 为 条 件 构成 的 命题 

这 是 个 假 命 题 , 反例 为 “ 筝 形 ”. 但 如 果 将 
此 命题 中 的 LB4D = ZLBCD 换 成 另 一 对 角 ， 
即 ZL4BC 与 ZADC 相等 , 构成 的 命题 还 是 假 
命题 吗 ? 

可 以 肯定 地 说 , 这 个 命题 是 真 命题 , 证 明 
如 下 : 

如 图 2, 由 ZL4BC = 人 L4DC 可 知 A4BC 
的 外 接 圆 与 人 4DC 的 外 接 圆 是 等 圆 , 画 出 这 
两 个 圆 , 可 知 由 这 两 个 等 圆 组 成 的 组 合 图 形 是 


中 心 对 称 图 形 . 
B 


SS 


图 2 图 3 


连结 BO 并 延长 , 交 另 一 加 于 点 琶 . 

”对 角 线 BD 平分 AO, 

“BD 必 过 AC 的 中 点 O， 

又 BH 也 过 点 O， 

根据 两 点 确定 一 条 直线 可 知 , BD 与 BH 
重合 , 即 点 D 与 点 及 重合 (图 3). 

… 点 O 是 对 称 中 心 ， 

… 点 如 与 点 九 关 于 点 O 成 中 心 对 称 , 所 
以 BO = DO, 

又 40 = CO, 

“。 四 边 形 4BCD 是 平行 四 边 形 . 

所 以 此 命题 是 惧 命 古 . 

2. 以 外、 外 为 条 件 构 成 的 命题 

对 于 此 命题 和 的 真 假 ， 可 先 用 分 析 法 进 
行 判断 .如 图 4, 车 要 四 边 形 A4BCD 成 为 平 
行 四 边 形 , 需 有 BO = 0D, 车 BO = OD， 
必 有 A4BO2ACDO, 但 根据 条 件 人 AO0B = 
ZCOD, 40 = CO, 4B = CD，“ 边 边 角 ” 不 能 
够 说 明 A4BO 与 人 CDO 一 定 全 等 , 自然 四 边 
形 也 就 不 一 定 是 平行 四 边 形 了 . 
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如 何 举 出 反例 呢 ? 这 要 从 “ASS” 为 何不 
能 判定 两 三 角形 全 等 的 角度 去 思考 , 于 是 有 了 
如 下 设计 反例 的 方法 : 


如 图 5, 作 平 行 四 边 形 4B'CD, 连结 4C、 
B'D, 交点 为 O, 并 使 得 4O > AB'. 以 点 4 为 
回 心 , 4B' 为 半径 画 弧 , 则 该 弧 必 与 线段 OB/ 
相交 , 设 交 点 为 B, 连结 AB、BC. 





这 时 , 在 四 边 形 ABCD 中 ,， AO = CO， 
AB = CD, 但 不 是 平行 四 边 形 . 

3. 以 加、 为 条 件 构成 的 命题 

在 和 ABD 与 ACDB 中 , 只 有 LA4= 人 LC、 
AB = CD、BD = BD, 不 能 说 明 这 两 个 三 角 
形 全 等 , 也 就 不 能 说 明 4D = BC, 所 以 这 个 命 
题 是 假 命题 . 但 是 由 于 找 不 到 反例 , 有 些 学 生 
动摇 了 , 并 尝试 证 明 这 个 命题 为 真 命题 , 并 且 
给 出 了 如 下 证 明 : 

证 明 : 如 图 6, 分 别 过 点 旦 作 BF1LAD, 过 
扩 吃 作 DELBO, 有 焉 足 分 别 为 点 下、 万 ， 


| fF Dp 


WA 


“. ZBFA = LDEC = 90°. 

信人 ABF 与 人 人 CDE 中 ， 

… LBFA = ZLDEC, /ZA = LC, AB = 
CD, 

‘“. AABFSQAOCDE, 

‘“. AF = CE, BF = DE. 

在 RtADBF 与 RtABDE 中 ， 

» BD = BD, BF = DDE, 

.. READBFQORtABDE, 
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“. DF = BE. XAF=CE, 

“. AD = BC'. 又 48B = DO, 

.。 四边形 4BCD 是 平行 四 边 形 . 

这 个 证 明 看 .上 去 无 懈 可 击 , 然而 这 个 命题 
却 是 不 成 立 的 . . 

问题 出 在 哪里 ?当然 是 作 图 环节 , 学 生 在 
符合 结论 的 图 形 中 进行 证 明 , 自然 也 就 发 现 不 
了 问题 . 怎样 才能 蚤 出 符合 条 件 但 不 符合 结论 
的 图 形 呢 ? 

(1) 利用 平行 四 边 形 中 存在 的 等 边 、 等 角 ， 
构造 反例 图 形 . 

如 图 7， 作 平行 四 边 形 4BC'D'， 使 得 
AB-> BD', 在 4D' 上 取 一 点 D, 使 得 BD = 
BD', 然后 将 人 D'BC' 绕 点 BB 顺 时 针 旋 转 , 使 
得 DB 与 BD' 重 合 , 点 C' 落 在 点 C 处 . 这 样 构 
造 的 四 边 形 4BCD, 4 = CD, Lh = LC, 但 
四 边 形 4BCD 不 是 平行 四 边 形 . 

4 B 


D’ CC 
图 7 

如 图 8, 在 得 到 的 四 边 形 A4BCD 中 再 作 
和信 A4DB 和 和信 BDC 的 高 BF 和 DE 时 , 和 人 4DB 
的 高 BF 不 在 三 角形 的 内 部 , 而 是 落 在 了 三 角 
形 的 外 部 , 虽然 两 个 直角 三 角形 依然 全 等 , 但 
是 , 线段 AF 与 4D、DF 的 关系 发 生 了 变化 ， 
在 学 生 证 明 使 用 的 图 形 中 , 4D = AF + DA 
这 里 4D = AF DF, 无 法 证 得 4D 等 于 BOC， 
所 以 学 生 的 证 明 是 错误 的 . 

(2) 利用 等 腰 三 角形 中 存在 的 等 边 、 等 角 ， 
构造 反例 图 形 . 





图 8 


如 图 9, 作 等 采信 4BE, 其 中 4B = BE， 
则 Z4 = ZEB. 在 边 4EB 上 任 取 一 点 DD (不 是 
4 已 中 点 ), 将 人 BDE 沿 BD 的 牌 直 平分 线 翻 
折 , 得 入 DBC, 则 人 BDE 人 人 DBC. … CD= 
BE, LC = ZE. 
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图 9 


.在 四 边 形 A4BCD 中, A4B=CD, 人 4 = 
ZLO, 但 是 四 边 形 4BCD 不 是 平行 四 边 形 . 

(3) 利用 等 腰 梯 形 对 角 线 相等 , 构造 反例 
加 形 . 

如 图 10， 作 等 腰 梯 形 BCED， 基 中 
有 DJHACP，BC = DE, 所 以 BE = CD, 易 证 
LBCD = LDEB. 再 以 点 BB 为 圆心 , BE 为 半 
径 画 张 , 交 ED 延长 线 于 点 A, 连结 4B, 则 有 
AB = BE, LA = LDESB. 
8B qc 





图 10 


此 时 在 四 边 形 ABCD 中 ,AB = CD， 
ZA = 二 ZBCD, 但 四 边 形 ABCD 不 是 平行 四 

(4) 利用 全 等 三 角形 中 的 等 边 、 等 角 , 构 
造反 例 图 形 . 

如 图 11, 作 A4MN, 使 得 4M > MN. 
以 点 M 为 圆心 , MN 为 半径 画 弧 , 交 AN 于 点 
P, 连结 MP, 得 人 和 人 AMP. 





图 11 


将 人 AMN 沿 AN 翻 折 ， 再 将 得 到 的 
人 NAD 沿 ND 翻 折 , 得 ACND. 

将 人 CND 与 A 人 AMP 拼 在 一 起 , 根据 以 
土 作 图 过 程 可 知 , MP = MN = ND, AM = 
AD = CD. 因 MP = ND, 所 以 点 MM 与 点 NN 
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用 字母 表示 数 
-一 中 小 学 联合 教研 案例 一 则 
362261 福建 省 晋江 市 愤 中 实验 学 校 比 维 瑜 


国家 实施 教材 开放 管理 后 , 教材 供应 市 场 ” 情境 中 会 用 字母 表示 数 ”"、“ 会 用 方程 表示 简单 
出 现 了 前 所 未 有 的 繁荣 景象 , 但 也 给 一 线 教师 。” 情境 中 的 等 晤 关系 ”; 第 三 学 段 在 “ 数 与 式 ” 中 
的 教学 工作 带 来 一 定 的 困扰 .如 我 市 小 学 数 要求 “在 现实 情境 中 进一步 理解 用 字母 表示 数 
学 选用 的 是 北 师 大 版 教材 , 初中 数学 选用 华 的 意义 "、“ 能 分 析 简 单 问 题 的 数量 关系 ,， 并 用 
东 师 大 版 实验 教材 , 高 中 数学 则 选用 人 教 版 教 ”代数 式 表 示 ”、“ 能 解释 一 些 简单 代数 式 的 实际 
材 . 不 同学 段 选用 不 同 出 版 社 的 教材 , 给 各 阶 ”背景 或 几何 意义 "、*“ 会 求 代数 式 的 值 " 于 是 
段 的 教学 衔接 工作 这 来 了 诺 多 个 便 , 虽然 理论 。 我 们 围绕 “ 课 标 " 展开 讨论 , 确定 教学 目标 为 : 
上 上 各 版 本 教材 的 编号 都 是 依据 统一 的 课程 标 。 问题 情境 指向 必须 由 “具体 " 转 入 现实 "， 能 
准 , 但 不 同 的 编写 者 对 “ 课 标 ” 的 理解 必定 存在 。 力 指 向 由 “会 用 字母 表示 数 ” 进入 “理解 用 字母 
差异 , 因而 所 编 教 材 对 各 知识 点 的 要 求 、 把 握 表示 数 的 意义 ” 上 来 , 并 达到 能 自主 “分 析 简 单 


就 会 有 所 差别 ! 因此 , 开展 中 小 学 、 初 高 中 教 。 ““ 让 
问题 的 数量 关系 , 用 代数 式 表示 ” 实现 由 小 
学 衔接 的 研究 , 是 一 线 教 师 一 个 不 可 回避 的 课 明天 TR 了 





题 . 面 对 现 实 , 我 们 充分 发 挥 九 年 一 呐 制 学 校训 的 中 生生 和 全 家 不 孝 认 
的 资源 优势 ,开展 了 “中 小 学 数学 衔接 教学 的 。 “i 

Ey . 学 设计 的 衡 接 为 突破 口 . 二 、 

本 案例 一 “用 字 每 表 未 数 "就 是 在 此 售 下 。。。、 华 东 师 大 版 实验 教科 把 用 字母 表示 
产生 的 .作为 一 种 尝试 ,提供 给 同行 参考 数 " 的 相关 内 容 安 排 在 七 年 级 第 三 章 的 $3.1 列 


9 识 点 旦 螺旋 代数 式 中 的 1. 用 字母 表示 数 , 2. 代数 式 , 3. 列 
则 全 “用 人 代数 式 及 §3.2 求 代数 式 的 值 . 根据 四 年 级 教师 
实验 教材 四 年 级 下 册 和 华东 师 大 版 实验 教材 ” 提供 的 资料 看 , 七 年 级 教材 提供 的 内 容 所 .用 
七 年 级 上 册 . 我 们 在 参与 四 年 级 “用 字母 表示 。” 字母 表示 数 "、“2. 代数 式 ” 中 的 大 部 分 问题 情 
数 * 的 公开 课 教研 活动 后 , 趁 热 打铁 , 对 “七 年 。 “” 境 在 小 学 阶段 已 经 接触 过 , 只 是 “代数 式 ” 的 定 
级 的 同 课题 教学 设计 应 如 何 与 四 年 级 的 教学 有 义 没 有 给 出 . 因此 这 些 内 容 对 学 生来 说 缺少 新 


效 衔接 ”进行 了 一 次 专题 教研 . 鲜 感 , 不 具 挑 战 性 . 若 按 教 参 安排 用 两 课时 去 
一 、“ 课 标 ” 解 读 照 本 宣 科 是 不 可 取 的 . 大 家 的 共识 是 : 初中 的 


新 “ 课 标 ” 天 于 “用 字母 表示 数 "的 要 求 教学 设计 应 当 在 继承 小 学 课程 资源 的 基础 上 进 
是 : 第 二 学 段 在 “ 式 与 方程 ” 中 要 求 “ 在 具体 行 拓展 , 实现 有 效 衔接 ， 


MAA A AA SS A 


重合 , 氮 书 与 点 九 也 重合 , 分 别 记 作 点 B、D， ” 行 四 边 形 的 判定 , 还 知道 了 由 判定 衍生 的 命题 

得 四 边 形 4BCD. 在 此 四 边 形 中 , 4B = CD， ”的 真 假 , 并 且 在 举 反例 的 过 程 中 , 复习 了 等 腰 

Lh = LC, 但 四 边 形 不 是 平行 四 边 形 . 三 角形 、 梯 形 、 平 行 四 边 形 的 性 质 以 及 图 形 的 
通过 这 样 形式 的 复习 , 学 生 不 但 掌握 了 平 。 运动 和 如 何 用 交 轨 法 曾 图 . 
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三 、 教 学 设计 . 

1. 导入 衔接 

为 了 达成 有 效 衔 接 的 目标 , 我 们 首先 从 四 
年 级 老师 所 提供 的 教案 中 , 选择 了 三 个 活动 来 
为 七 年 级 新 课 作 导入 , 目的 是 达到 “在 具体 情 
境 中 会 用 字母 表示 数 ” 这 一 课 标 要 求 . 

四 年 级 的 资源 再 现 : 

【活动 1】 问题 情境 的 创设 

今天 的 课 , 老师 先 跟 大 家 一 起 玩 个 游戏 
一 一 猪 数字 , 先 请 4 位 小 朋友 与 老师 共同 完成 . 
游戏 规则 是 : 第 一 位 同学 把 自己 想到 的 一 个 数 
悄悄 地 告诉 第 二 位 同学 ; 第 二 位 再 把 听 到 的 数 
加 10 后 将 和 数 告诉 第 三 位 同学 ; 第 三 位 把 听 到 
的 数 减 6 所 得 的 差 告 诉 第 四 位 同学 ; 第 四 位 把 
听 到 的 数 减 2 所 得 的 差 公 布 给 老师 . 这 样 , 老师 
准 能 猜 出 第 一 位 同学 所 说 的 数字 是 多 少 . 信人 不 
信 ? 我 们 一 起 来 试 试 ………. 

本 问题 对 七 年 级 学 生来 说 , 昌 有 点“ 小儿 
科 ”, 但 问题 的 简单 性 更 容易 激发 学 生 全 员 参 
与 的 热情 , 特别 有 利于 调动 一 部 分 学 困 生 的 表 
现 欲 , 让 他 们 一 上 课 就 有 机 会 与 同学 一 起 分 享 
到 成 功 的 愉 局 . 

【活动 2】 分 扑克 牌 活动 

教师 准备 一 副 没 有 大 小 和 鬼 的 扑克 牌 , 分 发 
给 学 生 每 人 一 张 , 然后 问 : 你 手中 的 牌 是 否 都 
有 一 个 具体 的 数字 ? 没有 具体 数字 者 请 举 手 ， 

教师 : 请 问 这 位 同学 , 你 手中 的 牌 写 的 是 
什么 ? 

学 生 1: 是 A. 

教师 : 你 可 知道 在 扑克 有 牌 中 , A 可 以 用 来 
表示 什么 的 吗 ? 

学 生 1: 代表 数字 “1”. 

类 似 地 , 学 生 不 难 回答 : J 代表 “11”, Q 代 
表 “12”, KK 代表 13”. 

教师 : 原来 , 扑克 有 牌 中 是 用 字母 来 表示 什 
么 的 ? 

答 : 用 字母 表示 数 ! 

教师 : 好 的 , 这 就 是 我 们 今天 要 学 习 的 课 
题 一 -用 字母 表示 数 ， 希 要 说 明 的 是 , 在 扑 
克 牌 中 , 字母 表示 的 数字 是 国定 的 . 如 : A 代 
家 “1 J 代 表 “11”， Q 代表“12”, K 代 家 “13”. 


猜 数 字 
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受到 用 字母 表示 数 思 想 的 启发 , 现在 ， 
我 们 回 过 头 来 研究 【活动 1】 猜 数 字 游 
戏 . 我 们 可 以 把 第 一 个 同学 的 数字 先 用 个 字 
母 ( 如 X) 来 表示 , 则 依 游戏 规则 得 基 + 10 一 
6 一 2 二 多 十 2, 这 里 的 革 所 代表 的 数字 是 第 一 
位 同学 想到 的 数字 , 是 可 以 变化 的 , 它 代表 着 





【活动 3】 猜 年 龄 
己 知 老师 的 年 龄 比 班长 的 年 龄 大 15 岁 , 请 
完成 如 下 表格 中 的 空格 . 
班长 的 年 龄 老师 的 年 龄 班长 的 年 龄 老师 的 年 龄 
11 11-+15 50 一 15 50 
12 12 十 15 45 
13 : 40 
a b 
设计 意图 : 【活动 1】 猜 数 字 游 戏 体 现 用 


字母 表示 数 所 带 来 的 便捷 ,再现 “字母 是 可 以 
用 来 表示 未 确定 的 数 ”. 

【 活动 2】 分 扑克 牌 活 动 的 意图 是 再 现 字 
母 也 可 以 用 来 表示 固定 数 的 . 

【活动 3】 猜 年 龄 再 现 用 字母 表示 数 在 特 
定 的 情况 下 是 有 范围 限制 的 . 

研讨 : 这 三 个 活动 , 对 于 初中 生来 说 虽然 
问题 显得 简单 , 无 法 实现 从 “具体 情境 ” 到 “ 现 
实情 境 ” 上 升 的 课 标 要 求 , 但 作为 衔接 是 恰当 
的 : 一 是 因 低 起 点 , 能 照顾 到 各 层次 学 生 的 学 
习 ; 二 是 由 于 问题 属于 “具体 情境 ”的 层次 , 是 
新 知识 的 起 点 , 具有 衡 接 的 作用 , 有 利于 快速 
高 效 地 把 学 生 带 入 新 知 探究 的 境界 . 

但 作为 新 课 的 导入 , 【活动 2】 应 在 不 影 
响 其 功能 的 前 提 下 , 简化 程序 ; 【活动 3】 为 突 
出 字母 的 取 值 要 有 范围 的 限制 , 应 拉 大 二 者 的 
年 龄 差距 .于 是 对 【活动 2】【 活 动 31 做 了 
如 下 改进 : 

【活动 2.1】， 看 扑克 牌 活动 

教师 把 三 张 分 别 是 2、8、K 的 扑克 有 牌 分 
发 给 三 位 同学 , 请 问 谁 的 牌 大 ? 为 什么 ? 从 而 
诱导 出 KK 代表 数字 13 的 结论 . 

教师 : 原来 , 在 扑克 牌 中 我 们 是 用 字母 来 
表示 什么 的 ? 

答 : 用 字母 表示 数 ! 

教师 : 好 的 , 这 就 是 我 们 今天 要 学 习 的 课 
十 一 一 用 字母 表示 数 . 稍 要 说 明 的 是 ,在 扑 
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克 牌 中 , 字母 表示 的 数字 是 固定 的 ， 如: A 代 
表 “1”, J 代表 11”, Q 人 代表“12”, 玫 代表 “13?”， 
【活动 3.1】 ” 猜 年 龄 
己 知 小 明 的 年 龄 比 他 爷爷 的 年 龄 小 50 岁 ， 
请 完成 如 下 表格 中 的 空格 . 


1 1 十 50 55-50 55 
2 60 
13 80 
Qa b 


教师 : 这 里 的 ae 表示 的 是 什么 ? 笃 稳 的 年 
龄 如 何 表 示 ? 

学 生 : a 表示 小 明 的 年 龄 , 爷爷 的 年 龄 
为 ea 十 50. 

教师 : 那 这 里 的 字母 a 代表 的 数 确定 蚂 ? 

学 生 : 不 确定 ! 一 一 未 知 数 ! 

教师 : 这 就 是 说 , 用 字母 不 仅 可 以 表示 一 
个 具体 的 数 , 也 可 以 表示 一 个 未 知 数 , 用 含有 
字母 的 式 子 同样 也 可 以 表示 一 个 数量 . 


在 数学 上 , 我 们 把 由 字母 和 数 用 运算 符 


号 连结 而 成 的 式 子 叫做 代数 式 ( 见 教材 定义 ). 


” 如 这 里 的 a+50 及 65 一 50 都 是 代数 式 、 郑 你 觉 


得 a 可 以 是 多 少 ? 当 a = 70 时, a 十 50=?...……- 

教师 : 看 来 呀 , 用 字母 表示 未 知 数 的 时 候 ， 
在 特定 的 情况 下 是 有 范围 的 . 

2. 探究 拓展 

新 知 探究 的 问题 情境 设计 , 首先 必须 关 
注 “ 课 标 ” 关于 “进一步 理解 ”的 层次 , 从 而 引 
导 学 生 自 主 “ 分 析 简 单 问题 的 数量 关系 , 用 代 
数 式 表示 ”, 并 与 衔接 导入 的 问题 情境 相 呼 应 ， 
才能 实现 无 颖 衔接 . 于 是 我 们 确定 了 如 下 的 
【活动 4】 作为 新 知 探 究 的 问题 情境 . 

【活动 4】 猜 纸 团 游戏 

每 人 准备 不 少 于 30 颗 的 纸 团 (注意 : 同 桌 
两 人 的 纸 团 总 数 尽 量 不 相等 ), 平均 分 成 三 堆 ， 
裔 你 按照 老师 的 指令 操作 , 老师 定 能 猜 出 每 个 

人 中 间 一 推 剩 下 几 颗 纸 团 . 

利 令 1 从 左 堆 中 拿 出 10 晒 放 入 中 堆 . 指 
令 2: 从 石 堆 中 取出 5 颗 放 入 中 堆 . 指令 3: 从 
中 堆 中 取出 与 左 堆 余 留 的 颗 数 相等 的 纸 团 放 入 
左 堆 . 


款 学 教学 、 
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当 学 生 操作 完毕 , 老师 立即 宣布 : 每 个 人 
中 堆 有 25 颗 纸 团 . 

此 时 , 学 生 会 感到 疑惑 , 每 人 的 纸 团 数 
原本 是 不 相等 的 , 何以 判断 现在 中 堆 的 数 都 
是 25? 值 此 , 老师 可 以 更 换 数 字 再 次 演示 , 然 
后 引导 学 生 破 解 奥秘 , 如 表 1. 

当 我 们 把 10 用 a 表示 , 5 用 5 表示 时 , 则 中 
堆 纸 团 数 为 xz 二 a+b 一 (z 一 Qa) = 2a-+b, 可 见 指 令 
中 的 数字 是 可 以 变更 的 , 只 要 会 计算 2a 十 5 的 
值 , 就 可 猜 出 答案 . 


和: 









号 语言 CO 


ET 
10 颗 放 入 中 堆 
2. 从 右 堆 中 取出 
5 颗 放 入 中 挫 
3. 从 中 堆 中 取出 
与 左 堆 余 留 的 颗 
数 相 等 的 纸 团 放 
入 左 维 














设计 意图 : 【活动 41 猜 纸 团 游戏 是 围绕 
“问题 情境 ”指向 由 “具体 的 问题 悄 
境 ” 转 入 “现实 的 问题 情境 ?, “能力 培 养 * 的 指 
问 由 “会 用 字母 表示 数 ” 进入 “理解 用 字母 表示 
数 的 意义 ”来 创设 问题 情境 的 , 并 任 借 问题 情 
境 的 趣味 性 和 挑战 性 来 激发 学 生 自 主 “ 分 析 简 
单 问 题 的 数量 关系 ”, 进而 引导 学 生 “ 用 代数 式 
表示 数量 关系 ”, 体会 “ 求 代数 式 的 值 及 简单 方 
程 ” 等 , 把 学 习 目 标 联 成 一 串 , 一 气 呵 成 , 用 “ 课 
题 * 覆盖 “ 课 标 ”, 问题 驱动 教学 ， 

研讨 : 【活动 4】 虽然 在 知识 层次 上 达到 
了 “ 课 标 ” 关于 “进一步 理解 用 字母 表示 数 的 意 
义 ” 的 要求 , 但 “ 数 纸 团 " 的 活动 属于 游戏 活动 ， 
其 规则 是 老师 设计 好 的 , 欠缺 生活 化 的 现实 背 
景 , 难以 体现 “在 现实 问题 情境 中 ”的 层次 要 
求 , 因此 , 多 数 老 师 认为 应 增加 一 个 具有 “现实 
生活 ”背景 的 变 式 或 开放 题 来 拓展 学 生 的 思维 . 
经 大 家 共同 设计 , 一 个 具有 了 时代 生活 特征 的 问 
题 情 培 终 于 出 现 了 . 
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具有 数学 特色 的 词义 辨析 


200032 上海 市 徐汇 区 教师 进修 学 院 ” 陈 永明 


听 了 工 老 师 的 一 节 高 三 复习 课 , 这 节 课 可 
以 说 独具匠心 。 学 生 在 学 习 过 程 中 容易 混淆 
题 意 , 工 老 师 将 容易 混淆 的 题目 收集 整理 ， 然 
后 分 7 组 呈现 给 大 家 . 每 一 组 里 一 般 有 两 道 题 ， 
粗 看 起 来 , 两 者 没有 什么 区 别 , 但 实际 上 它们 
仅 是 形式 相似 , 而 题 意 及 解法 各 异 . 下 面 就 是 
这 7 组 题 . 

(一 ) 集合 问题 


例 1 (1) 集 合 M= {yly= 2z2 -1,x€eR)}, 


N = {yly = —22? + 2,2 € R), 则 MN N= 


(2) 集合 M = {yly=2*-1,zx eR)}, 
N = {z = —22? + 2,7x € R}, 则 MN N= 





3 





(3) 集合 M = {(z,y)|y 一 22 一 1,2zE R.), 


tA A AA A A 


【活动 5】 猜 商品 价格 活动 

老师 出 示 一 件 商品 说 : 这 是 件 网 购 商 品 ， 
你 能 猜 出 老师 花 多 少 钱 买 下 的 吗 ? 

老师 把 经 过 给 大 家 说 说 , 第 一 次 上 网 时 发 
现 该 商品 的 售 价 与 邮费 刚好 相等 , 可 惜 当时 
没 拍 下 . 过 一 段 时 间 后 , 第 二 次 上 网 时 发 现 该 
商品 售 价 涨 了 13 元 、 邮 费 涨 了 5 元 , 后 来 经 与 
店家 讨价还价 , 不 但 和 售 价 降 了 , 而 且 邮 费 也 降 
了 10 元 , 老师 当即 拍 下 了 这 商品 ， 经 过 计算 ， 
发 现 这 一 次 讨 价 节省 的 钱 正 好 是 本 次 实 付 邮费 
的 2 倍 . 同学 们 , 你 该 知道 为 这 商品 老师 总 共 花 
了 多 少 钱 吧 ? 四 

由 于 有 了 【活动 4】 的 解决 经 验 ， 只 
须 老 师 适 当 点 拨 , 把 “节省 的 钱 *、“ 实 应 付 
款 ”、“ 原 应 付款 ” 和 “ 实 付 邮 费 "之 间 的 关系 
梳理 清楚 , 如 表 2, 学 生 可 以 尝试 解答 ， 


N = {(zyly= -2z2+22eR 有 则 Mn 
N= ， 
(二 ) 定义 域 问题 
例 2 (1) 已 知 f(x) 的 定义 域 是 [0,1|， 则 
f(2z 一 1) 的 定义 域 是 ___; 

(2) 己 知 f(2z 一 1) 的 定义 域 是 [0,1]|， 则 
f(x) 的 定义 域 是 . 

(这 道 题 , L 老师 讲 得 有 点 费劲 , 其 实 应 该 
揭示 这 是 复合 欧 数 的 定义 域 问题 , 这 个 复合 六 
数 是 由 y = f(w), 4 = 2z 一 1 组 成 的 . 第 (1) 小 
题 是 求 整 个 复合 函数 的 定义 域 , 而 第 (2) 小 题 
则 是 求 外 层 图 数 y = f(w) 的 定义 域 . ) 

(三 ) 单调 区 间 问 题 

例 3 (1) 车 函数 f(z) =22 十 4az 十 6 的 
增 区 间 是 [2, 十 oo), 则 a 的 取 值 是 





FS Ff Fa FS SA SA Sd A ON Fa Sd SS SA SA FN SA SA A A A A 


开放 设计 : 请 以 应 用 “用 字母 表示 数 ” 的 相 
关 知 识 为 目标 , 设计 一 道 猜 价 格 的 题目 ,同学 
交换 解答 . 

参考 文献 

[1] 张 莫 宙 . 数学 素质 教育 教案 精 编 [MI]. 
中 国 青 年 出 版 社 , 1999. 


表 2 
加 符号 语言 ( 列 代数 式 ) 
自然 语言 (指令 

邮费 [ 应 付 获 豆 


舍 价 瑟 师 费 相 等 | | z | 2 


售 价 涨 了 13 元， 
十 13. 十 人 5 27 十 18 
部 费 陈 了 10 元 | | -5 


节省 的 钱 是 


2z 十 18 一 
实 付 邮费 的 2 傍 加 全 2(x 一 5) 
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(2) 车 函数 f(z) = 22 +4ar 二 6 在 
[2,+co) 上 是 增 函 数 ， 则 ae 的 取 值 范围 


; 





变 式 : (1) 设 f(z) = Vi++ 37a 在 (soo， 1] 上 


有 意义 , 则 a 的 取 值 范围 是 ; 

(2) 若 jflz) = Vi+3ra 的 定义 域 是 
(一 00,1], 则 ac 的 取 什 是 ， 

(四 ) 定义 域 、 值 域 为 及 问题 

例 4 (1) 函数 y = g(x? 十 az 十 1) 的 定义 
域 为 隧 , 求实 数 a 的 取 值 范围 ; 

” (2) 国 数 yp = lg(x? +az 十 1 的 值 域 为 及， 
求实 数 a 的 取 值 范围 ; 

(五 ) 反 函 数 问 题 

例 5 (1) 已 知 Flz) = 2z 一 1, 求 三 Hz 一 
1); 

(2) 己 知 f(z) = 2z 一 1, 求 f(z 一 1) 的 反 
消 数 . 

(六 ) 对 称 问 题 

例 6 (1) 函数 y = f(z)(z € R) 满 足 
f(1 一 x) = FL+z 则 y = f(x) 的 图 像 关 
于 直线 。” _ 成 轴 对 称 ; 

(2) 设 z € R， 哨 数 y = f (1 一 zx) 和 yw = 
(1 +z) 的 图 像 关 于 直线 成 轴 对 称 ; 

(七 ) 不 等 式 有 解 与 恒 成 立 问题 

例 7 (1) 函数 f(x) = z2 二 2z, 车 flz) > 
a 在 [1, 3] 上 恒 成 立 , 求实 数 a 的 取 值 范围 ; 

(2) 函数 f(x) = 2 十 2z, 车 f(z) > a 在 [1， 
3] 上 有 解 , 求实 数 a 的 取 值 范围 . 

这 7 组 题 讨论 完了 之 后 , 有 两 道 课 党 练习， 

最 后 , 工 老 师 进 行 小 结 , 突出 了 “学 数学 , 有 
时 要 咬文嚼字 ”的 观点 . 

这 节 课 , 首先 好 在 教师 从 学 生 实 际 产 生 的 
错误 中 收集 材料 . 能够 理 出 这 ?7 组 似是而非 的 
题 , 说 明 工 老师 不 仅 用 心 , 而 且 有 较 强 的 归纳 
能 力 , 功夫 不 一 般 . 因为 针对 性 很 强 , 因此 教学 
效果 好 . 其 次 , 这 节 课 构思 非常 精妙 , 充分 运用 
了 对 比 的 手法 , 重点 突出 , 简洁 明了 , 让 人 印象 
深刻 . 第 三 , 凸现 了 学 习 数 学 的 一 个 重要 经 验 ， 
那 就 是 LL 老师 最 后 总 结 的 “学 数学 , 有 时 要 咬 文 
呢 字 ”. 

笔者 曾经 写 过 一 本 名 为 《数学 教学 中 的 
语言 问题 》 的 书 , 就 是 在 前 芍 数 学 教育 家 赵 完 
初 先生 的 “学 数学 ， 有 时 要 咬文嚼字 "的 观点 局 





款 学 款 学 


2012 年 第 10 期 
发 下 写 的 . 因为 数学 很 严谨 , 反映 在 表述 上 , 用 


词 常 常 差 不 得 半点 . 数学 中 的 语言 问题 , 是 学 
生 学 数学 的 难点 之 一 , 但 常常 被 老师 忽视 . 我 
们 应 该 有 计划 地 讲解 一 些 和 数学 相关 的 词语 ， 
同时 也 要 抓 住 一 切 可 以 利用 的 机 会 解释 和 数学 
相关 的 词语 . 这 节 课 就 是 抓 住 机 会 解释 和 数学 
相关 的 词语 , 体现 了 赵 老 的 “学 数学 , 有 时 要 咬 
文 嚼 字 ” 的 精神 , 所 以 是 很 有 价值 的 . 

但 是 , 如 果 能 够 把 “学 数学 , 有 时 要 咬 文 鹃 
字 ” 的 观点 进一步 具体 化 , 可 能 效果 会 更 好 . 

蔷 如 , 从 这 7 组 题 中 反映 出 来 的 , 学 数学 
要 “ 搞 清 对 象 ”. 例 1 第 (2) 小 题 的 对 象 是 数 的 集 
合 , 而 第 (3) 小 题 的 对 象 是 点 的 集合 . 第 (1) 小 
题 和 第 (2) 小 题 里 的 集合 六, 一 个 是 值 域 , 一 个 
则 是 定义 域 . 例 6 的 第 (1) 小 题 研究 的 对 每 是 一 
个 函数 , 它 是 个 “ 自 对 称 ” 图 形 , 而 第 (2) 小 题 研 
究 的 是 两 个 函数 “ 互 对 称 ” 问 题 . 

句 如 , 学 数学 还 要 “注意 顺序 ”. 我 们 知道 ， 
短语 “两 数 和 的 平方 ”与 “两 数 平方 的 和 ?”, 只 是 
字 的 顺序 不 同 , 但 意义 完全 不 一 样 . 同样 地 ，- 
式 子 sinz2 和 sin2z, 反映 的 运算 顺序 也 是 不 一 
样 的 . 在 这 ?7 组 例子 中 , 例 5 涉及 了 顺序 . 例 5 
(1) 要 先 求 出 反 函 数 f-1(x), 然后 再 用 z 一 1 代 
符 z, 求 得 了!(zx 一 1); 而 例 5(2) 要 先 用 zx 一 1 代 
炎 zx, 得 f(z 一 1), 然 后 再 求 其 反 函 数 . 

学 数学 还 要 “区 分 是 否 确 定 *". 辟 如 例 3 的 
变 式 里 , 函数 的 定义 域 (-co,1] 是 函数 本 身 
确定 的 , 在 这 个 范围 之 外 , 函数 没有 意义 ; 
而 殉 数 “在 (--co,ll] 上 有 意义 ”, 不 等 于 说 在 
其 他 地 方 函 数 就 没有 意义 了 . 同样 的 , 例 3 
f(x) = x 十 4az 十 6 的 对 称 轴 是 x = -2a, 它 的 
递增 区 间 是 [--2a, 十 oo0), 因此 对 第 (1) 小 题 来 
说 , 应 有 一 2a = 2, 得 a = 一 1. 但 是 对 第 (2) 小 
题 来 说 , 只 要 -2a < 2 即 可 , 于 是 解 得 a > 一 1. 
递增 区 间 是 函数 本 身 确定 的 , 但 在 某 个 区 间 上 
是 增光 数 , 这 个 区 间 不 确定 的 , 它 是 递增 区 间 
的 一 部 分 . 

语文 课 里 有 辨析 词义 , 区 分 近义词 、 反 义 
词 的 作业 ,，“ 搞 清 对 象 *»、“ 注 意 顺 序 *、“ 区 分 
是 否 确定 ”可 能 是 具有 数学 特色 的 三 类 词义 辨 
析 问 题 . 当然 , 除 此 之 外 肯定 还 有 其 他 的 具有 
数学 特色 的 词义 辨析 问题 , 笔者 在 这 里 只 是 抛 
和 引 玉 . 
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壮 * 忆 + SR 
从 一 个 解 题 错误 引发 的 问题 探究 
100075 ”北京 市 丰台 区 东 铁 营 一 中 荣 幸 
1. 问题 的 提出 (4— sy 因为 1 .1 工 二 二 所 以 工 + 
2012 年 4 月 笔者 在 参加 丰台 一 模 的 阅卷 1 
过 程 中 , 发 现 有 个 学 生 在 计算 坐标 yp 和 yg 时 地 一 人 -5 + (syy y+ 
算 错 了 , 但 是 后 面 的 所 有 式 子 都 和 答案 一 样 . za 一 4 _0 所 以 (gi_ 4+ (sd =0 
这 个 问题 引起 了 笔者 的 思考 , 为 什么 前 面 算 错 。 (fs)jy 1 


了 后 面 还 会 得 出 正确 的 结果 , 是 巧合 吗 ? 笔者 
仔细 推算 后 发 现 果然 不 是 巧合 , 原来 这 道 题 的 
结论 是 可 以 推广 的 , 学 生 正 好 错 有 错 着 . 

2. 问题 的 分 析 和 解决 

原 题 如 下 : 已 知 椭圆 C: + =1(0> 
> 0) 的 离心 率 为 站 ， 且 经 过 点 M(-2,0) 
(I) 求 椭圆 C 的 标准 方程 ; (I) 设 直线 !: 
y = kz 十 m 与 椭圆 C 相 交 于 A(zi, 放 )、 
B(x2,y2) 两 点 ,连结 MA4、MMB 并 延长 交 直 线 
2 二 4 于 P、@ 两 点 , 设 yp、ye 分别 为 反 P、 
@Q 的 纵 坐 标 , 且 二 十 二 = 二 + 二 . 求证 : 直 

y1 22 yp YQ 
线 1 过 定 扩 . 

学 生 错 将 点 M (一 2, 0) 当 作 原点 O(0, 0) 来 
计算 , 坐标 yp 和 yo 当然 就 会 算 错 , 那 后 面 的 过 
程 为 什么 对 昵 ? 

猜想 1 车 点 MM 为 z 轴 上 任 一 定点 (s, 0)， 
则 直线 ! 都 过 同一 定点 

下 面 证 明 第 ( 开 ) 小 题 : 由 人 kz + mm 
消去 9 得 (282 + 1)z2 十 4kmz ++2m2 一 4=0,， 


且 A > 0., 因为 A(z1,1)、 B(x2, yo), 所 以 
二 4k7 pp 2m—4 ( 步 
TR orl Dk 


(z 一 5)， 因 为 





又 1) 设 直线 MA: y = 一 


(4 一 s)21 
Tl] 


z = 4 所 以 yp = 守 一 2， 同 理 ye = 


(此 处 往 下 与 原 答案 都 一 致 ), 所 以 (zi - 4) 
‘(kz2 + m) + (rT2 — 4)(kz1 + mm) = 0, 2kz17r2+ 


27n2 一 4 
7mz(ZI 十 Z2) 一 48(Z1 十 Z2) 一 8 一 0， 2 it 


4k7m 4k7 
m(- zr) (~ mri) -Sm =0, 
所 以 二 5 = 0, 得 m = -hk， 则 y = 
kz 一 kp 二 k(z 一 1), 故 ! 过 定点 (1,0)， 因此 猜 
想 1 确 实 是 成 立 的 , 点 M 可 以 在 zx 轴 上 任意 取 ， 
所 以 学 生 的 错 解 就 可 以 解释 了 , 他 把 点 7M 当 
成 原点 也 能 得 出 结果 , 当然 他 的 思路 错 了 不 能 
给 分 , 可 他 贡献 给 我 们 一 个 猜想 . 由 此 笔者 又 
想 z = 4 这 条 直线 是 否 也 能 移动 呢 ? 
本 若 点 M(s,0), 连结 MA、MMB 并 
交 直 线 z = t 于 PP、Q@ 两 点 , 设 yp、yo 分 


别 为 点 P、Q@ 的 纵 坐 标 , 且 二 + 二 一 二 + 二 


y2 YP Ye 
则 直线 !/ 仍 过 一 定点 
下 面 从 步骤 1 起 证 明 : 设 直线 M4: y = 
— = (2—8), 因为 z =t, 所 以 yp = to— Sy 
TY1 一 8 
CE — sjy. 1 1 1 





辣 理 yo 一 2 因为 二 十 一 二 一 + 

2 一 5 yl V2 yP 

1 TI—s TX2—58 

二 ,所 以 二 + 二 = -2S + -55 

Q Yi VY2 (t—s)n (tt— sy 
rT1—t _Y2 一 【 


阳 0 所 以 (一 b+ 


(z2 一 芭 y1 = 0, 所 以 (zl 一 芭 (pca + m) + (7x2 一 
t)(kz1 十 ?72) = 0, 
2kzT1T2+ (Mm— tk)((T1 十 Z2) 一 2t72 = 0, (*) 
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27m2 一 4 4km, 
2 TT + (mth)( ~ Tat) am 
.4k 二 t7n , 4k 
-一 3 上 一 一 一 一 一 
0, 所 以 2 0, 得 和 7 
则 y = jz 一 于 =k(z 一 了 ), 故 直线 1 过 


定点 (5,0)， 在 计算 过 程 中 发 现 应 将 猜想 2 补 
充 条 件 叶 关 s 且 +t 关 0”. 在 得 出 这 个 结论 后 , 自 
然而 然 猜想 : 若 椭圆 的 方程 改变 , 应 该 不 影响 
结论 的 成 立 . 于 是 有 

猜想 3 设 直线 1: y = kz 十 mm 与 椭圆 CO : 

2 2 

三 二 让 = 1(a>b>0) 相交 于 A(xi,W1)、B(z2， 
y2) 两 点 ，M(s,0). 连结 M4、MB 并 延长 交 直 
线 z =t(t eREtz s,t 直 0 于 P、Q 两 点 . 
设 yp、ye 分 别 为 点 P、Q@ 的 纵 坐 标 ， 用地 + 
1 1 1 


yy2 yP YQ 


A 一、 .urn 1 1 
证 明 : 为 了 计算 简便 ， 不 妨 设 二 =p， 六 = 
2 2_ 

Wl J PX 十 9 = 1 yw 4 得 [ok2 2 
q， 则 人 消去 y 得 (gk* 十 p)zx? 十 
2gkmz + qm —1=0,A= 4gk2m? — 4(gk2+ 

2 
p)(qm?* 一 1) > 0, 即 mm2 < + = 02k2 + b2. 
2gkm py po 二 07022 一 下 
qp2 二 D ?gki+p. 
面 过 程 省 略 与 猜想 2 证 明 相 同 部 分 , 站 接 将 
Z1 十 Z2 与 Z122 代入 (*) 式 得 


T1 十 2 一 








2 . 
0 一] 可 四 2gqkm 加 
2 +(m th)( 2 2tm=0, 
. k 
整理 得 k 十 tpm = 0, 所 以 mm = -而 : 故 直线 12: 
k 1 a2、 ,、 _ 


2 
点 (=, 0)- 

全 此 本 是 绪论 已 经 推广 到 一 般 情形 ， 即 : 

2 2 
设 直线 六 yy = kz 十 m 与 椭圆 C : 三 十 语 = 1 
(a>6b> 0) 相交 于 A(zxi,y1)、 已 (zz,32) 两 点 ， 
有 定点 M(s,0)(s e 及 )， 连 结 M4、MB 并 
延长 交 直 线 z = tt E RH 有 Et ¥ ss,tz* 0) 
于 P、Q@ 两 点 , 设 yp、ye 分 别 为 点 PP、Q 的 纵 
举 标 , 且 二 十 二 = 二 十 二 . 则 直线 / 恒 过 一 
»Y! Y2 YP YQ 

rl {oo 
A 上 (一 ， 0). 


数学 教学 


2012 年 第 10 期 


3. 问题 反思 

笔者 对 此 次 在 批 卷 中 深入 思考 学 生 错 误 
的 原因 并 找到 根源 , 很 有 感触 ， 当 把 这 种 感悟 
在 试卷 评 讲 时 与 学 生 交 流 发 现 他 们 也 拓 ;9 宽 了 思 
路 . 挖 抉 学 生 错 误 的 价值 其 效果 不 亚 于 正确 解 
法 , 甚至 效果 还 更 好 . 

好 处 1: 错误 是 迈 加 成 功 的 动力 . “失败 乃 
成 功 之 母 ", 科学 家 钱学森 说 过 这 样 的 话 :“ 正 确 
的 绪 果 是 从 大 量 的 错误 中 得 出 来 的 , 没有 大 营 
的 错误 做 台阶 , 也 就 登 不 上 最 后 正确 结果 的 高 
巍 .” 当 学 生 做 错 的 时 候 , 让 其 审视 自己 的 错误 ， 
他 会 问 自 己 “ 我 为 什么 错 呢 ? ”这 种 自省 就 是 其 
解决 图 难 而 获得 成 功 的 最 大 动力 . 笔者 得 出 推 
广 结论 的 思考 过 程 其 实 是 给 学 生 的 一 个 示范 ， 
为 什么 把 点 M(-2,0) 当成 原点 , 在 点 已 、Q 坐 
标 代 错 的 情况 下 结论 还 对 了 呢 ? 是 和 否 点 M 可 
取 z 轴 上 任意 一 点 呢 ? 是 否 z = 4 可 以 换 成 其 
他 垂直 于 zz 轴 的 定 直 线 呢 ? 是 否 精 圆 方程 可 以 
换 成 其 他 以 坐标 轴 为 对 称 轴 的 椭圆 标准 方程 
呢 ? 在 问 自己 为 什么 的 过 程 中 就 给 了 自己 思考 
并 解决 的 动力 . 

好 处 2: 通过 错误 能 培养 学 生 更 绩 密 的 思 
维 . 当 错 误 经 过 放大 而 强化 印象 后 , 通常 能 避 
免 出 现 类 似 错 误 , 从 而 提高 学 生 思 维 的 绩 密 
性 、 培 养 更 好 的 学 习习 惯 . 相信 老师 们 教学 过 
程 中 能 找到 很 多 印证 的 例子 . 

”好 处 3: 错误 也 有 其 价值 , 真理 和 纱 误 往往 
是 一 步 之 遥 , 错误 并 不 一 定 全 是 错误 结论 . 恩 
格 斯 曾 指 出 :“ 今 天 被 认为 是 合乎 真理 的 认识 
都 有 它 隐 项 的 、 以 后 会 显露 出 来 的 错误 的 方面 ; 
同样 , 今天 已 经 被 认为 是 错误 的 认识 也 有 它 真 
理 的 方面 , 因而 它 从 前 才能 被 认为 是 合理 的 .” 

希望 我 们 每 一 位 教育 工作 者 在 教学 过 程 
中 都 正确 看 待 学 生 的 错误 , 充分 发 挥 错误 的 价 
值 , 抓 住 错误 的 闪光 点 ! 
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道 2002 年 复旦 自主 招生 试题 的 背景 探究 和 拓展 


430079 
517139 


2002 年 复旦 大 学 自主 招生 有 这 样 一 道 题 : 

证 明 方程 z3 -- 2y3 = 1 的 任 一 组 整数 解 
(wm 切 @ 关 9 都 满足 | 三 | < 总 

证 明 : 1 = z3 一 23 = (z 一 2y)(z2 十 
Vory + YAY), 由 z2 + Yary + YAy? > 22 十 
YW27Yy 十 7 (Yay)? = (> 十 > Yay) > 0 得 x 一 

2 

3Y2y > 0, + WA > 7 
此 式 可 化 为 (2) + > > 0， 
因为 A = 52411 入 6 < 0, 所 
以 z2 + V3zy + Yay? > 所 ,得 证 . 

1 = 723 — 2 一 (z 一 2)(z2 + Yry 十 
3 2 Em 3 2 一 
Vy )> A(T V2y), 即 |= ， lg3[ 

能 否 缩小 不 等 式 |= - 洒 | < 两 中 的 系 
数 4 呢 ? 
拓展 1: 证明 方 程 x3 一 2y3 = 1 的 任 一 组 
整数 解 (z,y)(y 关 0) 部 满 足 |2 -V3| < i 

证 明 : 仿照 上 文 , 1 = 一 2 = (z 一 
32o)(z2 二 Hory 十 YAy), r+ Yoryt 
VAYy? > z+ Yry 十 7 (Yay)? = (z 十 
> Yay) > 0 得 z 一 V2y > 0. 下 面 证 z2 十 

K 

V2zy + V4y? > 旬 , 即 证 (2) + +- 
1>0.A=(32)2 -434 十 4 局 一 0.76 < 0, 所 
以 x2+ 27ry+ 3Y4y? > 放 得 证 . 1 = z3 一 273 = 
(z 一 Y2y)(z2 +Y2zy+Y4) > F(z — V2Yy), 
< 
此 题 背 曲 是 于 着 图 方程 , 通过 查阅 相关 资 




















华中 师范 大 学 国家 数字 化 学 习 工 程 技术 研究 中 心 
广东 省 河源 市 连 平 县 忠信 中 学 。 严 文 兰 


彭 合成 


料 , 可 以 得 到 更 多 信息 . 

在 曹 珍 富 先 生 的 《于 番 图 方程 引 论 》 
(1989 年 哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 出 版 ) 的 第 105 
页 , 有 如 下 例题 : 设 d > 1 是 一 个 给 定 的 整数 ， 
则 丢 番 图 方程 22 十 dy? = 1 (zy 关 0) 最 多 有 一 
组 整数 解 (此 题 证 明 澳 要 用 到 复杂 的 p-adic 方 
法 , 而 且 证 明 过 程 长 达 3 个 页 面 , 本 文 略 去 )， 

zs 二 dy 一 1 等 价 于 z3 -wd( -3 = 1 方 
程 z3 -23 = 1 属于 此 类 . 若 zy 关 0, 最 多 
有 一 组 整数 解 , 即 (-1, -1 也 就 是 说 所 谓 
的 “ 任 一 组 ”整数 解 (x,y)(y 关 0), 给 人 感觉 好 
像 方程 有 很 多 组 解 , 其 实 只 有 唯一 解 (一 1, 一 1). 
知道 了 题 遇 背景 , 在 研究 时 就 掌握 了 全 高 点 ， 
人 3 1 1 

— $2 = |- V2 < 026 < 3 = hp 
可 得 拓展 2. 

拓展 2: 证明 方程 x 一 23 = 1 的 任 了 组 

整数 解 (z,y)(y 去 0) 部 满足 | - ya| < gE: 


证 明 : 当 |z| < 4 时 ， 注意 到 “只 能 为 尊 
数 ， oe “有 和 解 z = 一 1， y= 计算 


1 
一 一 < 0.26 一 一 
2 “3 3 


当 |z| > 4 时 , 由 一 2 = 工 知 xz、? 同 
号 , 此 时 易 证 jzf > |yB, |z| > jyl, 所 以 
a 十 你 ， Vay + Vay ) 


Mi 十 3 7 V4y?) 

Bp | — Yal < 元 3 
由 此 可 见 命题 人 根据 丢 番 图 方程 的 
背景 来 命题 , 显得 游刃有余 . 而 出 的 题 概 存在 
(下 转 第 10-47 页 ) 
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由 一 个 趣味 数学 问题 说 起 


200241 华东 师 大 数学 系 2008 级 本 科 生 ” 褚 婧 媛 ” 苏 画 画 


问题 : 设 在 一 边 长 为 3 m 的 正方 形 的 四 个 
顶点 上 各 有 一 只 会 思考 的 小 蚂蚁 (分 别 标记 
为 4, B,C, DD 号 ), 它们 约定 按 如 下 的 方向 息 
行 : 4A 一 B, B 一 0C,C 一 D,D 一 A. 若 四 只 
小 蚂蚁 都 以 1cmJjs 的 速度 匀速 拒 行 , 问 : 经 过 
多 少时 间 它 们 会 相遇 ? 

这 个 有 趣 的 问题 曾 出 现在 一 些 趣 味 数 学 
书籍 里 . 乍 一 看 , 此 题 不 简单 .下 面 是 美国 科普 
大 师 马 丁 .加 德 纳 的 解答 . 

如 图 1, 注意 到 相 邻 的 两 只 蚂蚁 中 , 后 面 的 
蚂蚁 总 是 朝 着 前 面 的 蚂蚁 , 有 目 保持 着 直角 在 移 
动 , 于 是 它们 依然 在 一 更 小 的 正方 形 的 四 个 顶 
点 上 . 于 是 可 设想 : 前 面 的 蚂蚁 停 于 正方 形 的 
一 角 , 而 后 面 的 蝎 蚁 沿 着 正方 形 的 一 边 息 行 . 
此 蕴含 着 : 当 他 们 在 正方 形 的 中 心 相 遇 时 刻 ， 
各 自 扑 行 的 路 程 正好 是 正方 形 的 边 长 3m, 所 
以 需要 300 秒 即 5 分 钟 . 





这 样 的 回答 是 否 让 你 感到 几 分 惊奇 ? 或 
许 好 学 的 你 并 不 满足 于 此 , 若 借助 高 观点 下 初 
等 数学 的 视野 , 我 们 可 以 知道 的 更 多 ,请 看 下 
面 的 数学 之 旅 . 

1. 数学 之 问 

在 一 边 长 为 s 米 的 正方 形 的 四 个 顶点 上 各 
有 一 只 会 思考 的 小 蚂蚁 , 它们 约定 按 如 下 的 方 
向 扑 行 ; 4 一 B, B 一 0C,C 一 D,D 一 4A. 车 
它们 都 以 v 米 / 秒 的 速度 匀速 息 行 , 问 甚 各自 的 
追逐 曲线 是 怎样 的 ? 


分 析 与 解 : 由 于 各 只 蚂蚁 的 位 置 和 相关 
状态 都 是 对 等 的 . 我 们 不 妨 只 关注 其 中 的 一 只 ， 
比如 A. 

如 图 2, 以 正方 形 的 中 心 O 为 原点 ,04 所 
在 的 直线 为 z 轴 建立 平面 直角 坐标 系 , 记 4 蚂 
蚁 追逐 曲线 中 的 动 点 4i 的 坐标 为 (x1,t1), 与 
其 相应 的 极 坐 标 (>,0), 则 zl = rcosb,W = 
rsin0. 饭 知 蚂蚁 追逐 曲线 中 相应 的 动 点 Bi 
的 极 坐 标 为 (7,6 + 7 ), 于 是 动 点 B1 的 坐标 为 


(x2,y2) = (reos (9 十 37):r sin (8 十 =)). 





图 2 


由 已 知 (注意 到 4 昭 蚊 总 是 追逐 已) 得 蚂 
蚁 4 在 点 41 处 的 方向 
_ 7 sin (e+ 了 一 人 Sing 
dr zx2— Tl Toos (e+ 7 一 rcosb 
一 一 cot (e+ 7)， 


由 直角 坐标 系 与 极 坐 标的 关系 有 
az = cos bdr — r sin 0d90, 
dy = sin dr + 7 cos 0a0, 


dy _ Rn 


解 此 常 微分 方程 , 我 们 得 到 通 解 


7(0) = ce 一 2. 


2012 年 第 10 期 
再 将 蚂蚁 4 的 初始 位 置 点 代入 ,此 时 ro = 
~s, bo = 0, 代入 上 式 可 得 到 c 二 2 于 是 
我 们 知 蚂蚁 4 的 追逐 曲线 是 


7(0) = 2 ‘eo, 


这 是 一 条 对 数 螺 线 . 

注 : 其 他 蚂蚁 的 追逐 曲线 本 质 上 和 蚂蚁 
4 相同 . 

2. 问题 的 延伸 

上 述 的 问题 和 相关 的 解答 激发 我 们 的 联 
想 : 车 相似 的 数学 故事 发 生 在 一 个 正 多 边 形 上 ， 
又 会 如 何 昵 ? 这 就 是 下 面 的 问题 . 

在 一 边 长 为 s 米 的 正 冯 边 形 的 人 个 顶点 
上 各 有 一 只 会 思考 的 小 蚂蚁 , 它们 约定 按 如 下 
的 方向 肘 行 : 1 一 2, 2 一 3, 3 一 4,.….... ， 
m 一 1. 车 它们 都 以 ov 米 / 秒 的 速度 匀速 息 行 ， 
问 其 各 自 的 追 狐 曲线 是 怎样 的 ? 

分 析 与 解 : 设 1，2, -……. ，Mm 号 蚂蚁 分 
列 位 于 正 mw 边 形 的 mr 个 顶点 Ki, Ko,… ,Km 
上 , 由 此 构建 如 下 的 微分 方程 模型 如 图 3 (这 
里 我 们 以 正 五 边 形 为 图 例 )， 以 正 多 边 
形 的 中 心 0 为 原点 ，OF&i 所 在 的 直线 为 
横 轴 建立 相应 的 直角 坐标 系 . 由 对 称 性 
只 关注 1 号 蚂蚁 和 2 号 蚂蚁 . 记 1 号 蚂蚁 
和 2 号 蝎 蚁 追逐 曲线 中 的 动 点 的 坐标 分 别 
为 (z1,V) (x2,y2)， 则 1 号 蚂蚁 的 动 点 坐标 : 
(Xx1, Yi) 二 (7 cos 90,7 sin90), 2 号 蚂蚁 的 动 点 坐 


标 : (7X2,y2) = (rcos (90+),rsin (6+ 池 ))， 





于 是 有 
dy __ Ya—Hh 


om 


dx XTX? CO— Xl 


7 Sin (e+ 2 —7rsing 

一 一 2 一 

cos(O 十 全 ) 一 六 cosb 
m 


一 一 cot (6 十 一 )， 
?7 
由 直角 伦 标 系 与 极 华 标的 关系 , 可 得 到 
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TO-21 
dr 元 
-x 一 一 六 tan ow 
再 结合 初始 时 刻 的 信息 , 解 此 常 微分 方程 可 知 
一 一 一 er-etan 贡 . 
2sin 一 
?77 


注 : 在 数学 上 , 极 坐 标 方程 形 如 > = ce 
(其 中 c、d 为 常数 ) 的 曲线 叫做 对 数 螺 线 , 对 数 
螺 线 有 着 许多 奇妙 的 性 质 , 比如 它 具 有 奇妙 的 
自 相 似 性 : 其 上 的 任意 小 的 部 分 经 过 数学 的 相 
似 变 换 和 某 一 大 的 部 分 相似 ， 难 怪 有 许多 数 
学 家 为 之 着 迷 , 瑞士 数学 家 雅 各 . 伯 努 利 (1654- 
1705 年 ) 是 其 中 的 一 位 , 因为 惊叹 这 种 曲线 的 
神 桨 (他 本 人 在 对 数 螺 线 的 研究 上 有 着 出 色 的 
页 献 ), 在 遗嘱 里 让 后 人 将 对 数 螺 线 刻 在 自己 的 
墓碑 上 , 并 附 以 颂 词 “Eadem mutata resurgo” 
(纵然 变化 , 依然 故我 )， 只 是 由 于 雕刻 师 的 无 
知 , 误 将 冯 京 当 马 凉 , 于 是 有 阿 基 米 德 螺 线 在 
雅 各 . 伯 努 利 的 医 碑 上 长 眠 ( 阿 林 米 德 螺 线 的 极 
华 标 方程 为 7(9) = a 十 59, 其 中 a、6b 是 常数 ). 





上 述 问题 当中 出 现 的 曲线 r(9) = 
re?"" 贡 就 是 一 种 特殊 的 对 数 螺 线 . 


S 





28sin 一 - 
图 4 呈现 的 是 办 二 3,4,5,6,7,8 情 形 下 的 这 一 
对 数 螺 线 间 的 追逐 . 


仿 阅 


m3 nr 
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724300 陕西 省 略 阳 县 天 津 高 级 中 学 陈 波 


2011 年 北京 大 学 自主 招生 考试 试题 中 有 
题目 已 知 (zl,y)、(za,y2)、(zs,ys) 是 
蛋品 十 二 1 上 的 三 点 , 且 满 足 zl 十 zz 十 za3 一 
0, 记 十 y2 十 Y3 = 二 0， 证明: zt 二 2z2 二 2z3 二 
二 好 十 奶 二 5: 

文 1] 通过 转化 思想 将 本 题 转化 为 三 角 等 
式 的 证 明 、 复数 形式 的 运算 , 从 而 给 出 了 此 题 
的 三 种 妙 解 . 文 9] 对 此 题 又 作 了 深入 探索 , 得 
到 了 重心 在 原点 的 椭 阅 (或 阅 ) 内 接 三 角形 的 
几 个 重要 性 质 . 但 笔者 发 现 , 车 从 几何 变换 的 
角度 看 , 此 题 会 有 另 一 流畅 自然 的 解法 , 并 且 
更 能 顺 其 自然 地 得 到 文 [2] 所 提 到 的 性 质 . 

1. 从 中 心 旋 转变 换 的 角度 证 阴 原 题 

如 图 1 所 示 , 设 点 亡 (z1, 1)、 PB (x2, yy2)、 


己 (z3,ys)， 于 是 O 轧 = (zn), OB = 


Li dd de 


3, 大 自然 的 几何 

荷 有 人 告诉 你 , 这 一 奇妙 的 曲线 其 实在 自 
然 界 中 早已 神秘 地 存在 有 千 万 年 了 , 你 是 否 会 
觉得 惊奇 ? 有 着 海洋 “活化 石 ” 美 誉 的 路 政 蝶 ， 
史 藏 着 大 自然 数 千 万 年 演变 的 秘密 , 星 现 在 其 
贝 之 上 的 几何 顺序 , 竞 是 优美 的 对 数 螺 线 . 奇 
妙 的 是 ,贝壳 新 增 出 来 的 每 一 部 位 ,都 会 按照 原 
先 已 有 的 对 数 螺旋 结构 增生 ,从 不 会 改变 , 鹦 塔 
紧 以 其 独特 的 美丽 演绎 荐 大 自然 的 数学 之 美 . 

这 一 衔 妙 的 曲线 在 大 自然 中 无 所 不 在 . 当 
你 以 一 分 数学 的 心情 来 阅读 身边 的 世界 , 你 会 
发 现 蜗牛 的 螺旋 线 里 也 有 这 样 的 几何 之 美 , 智 
泪 的 蜂 蛛 依照 这 种 曲线 的 法 则 来 绕 它 网 上 的 螺 
线 ; 鹰 以 这 一 曲线 的 方式 接近 它们 的 猎物 ; 在 
维 菊花 车 和 向 已 组 的 种 子 排列 中 也 侨 藏 着 这 一 
曲线 的 闫 .….……… 


(x2,Y2), OB = (7x3, Ys). 

由 Ioa| = oa| = oa| 二 1, 得 点 O 是 
信 P 忆 忆 忆 的 外 心 ; 由 OB + OB + 0B = 770, 
得 点 O 也 是 人 万 已 疡 的 重心 ， 所 以 APDPPBDP, 
是 正三 角形 . 





正 是 因为 AP 忆 已 是 圆 z2 十 y= 1 的 
内 接 正 三 角形 , 所 以 无 论点 互 、 且 、 饭 在 贺 
22 十 好 =1 上 如 何 运 动 , 可 以 认为 以 点 O 为 旋 


TA A A A A A A 





网 驱 螺 
图 5 


在 你 仰望 星空 的 时 刻 , 你 依然 可 以 想象 ， 
这 一 曲线 印 刻 在 无 限 辽 阔 的 字 宙 中 , 也 印 在 你 
我 的 心 廊 . 回 陶 处 ,你 是 理会 为 此 心动 : 两 千 多 
年 前 , 柏拉图 曾 在 雅典 帕 特 农 神 庙 旁 如 是 说 ， 
“God eternally geometrizes” (上 帝 是 一 位 几何 
学 家 ). 


2012 年 第 10 期 


转 中 心 , 以 袜 为 旋转 角 将 点 P 进行 旋转 变换 
得 到 点 杞 , 同 理 可 由 点 已 得 到 点 已, 点 已 得 


到 点 忆 . 
于 是 , 由 旋转 变换 公式 有 : 
2 . 2X 
T1 = 7X3C08 3 一 办 sin 
__l_Y3 
2X 27 
=T3sn +ycs 
-YY 1 
mo 一 人 cs(- 亚 ) - sin( - 区 ) 
2 一 了 3 3 y3 3 
1 3 
一 一 7Zz3 十 -7 Ys, 
一 化 sin ( - 之) + cos ( ) 
22 = wa 3 vy3 3 
3 1 
1 V3 ‘2 
Bl 2 2 2 一 (一 
所 以 z1 十 z2 十 Z3 ( 523 ys) + 
1 V3 3 3 3 
(- 和 + 和 的) + 对 一 +5 旭 一 多 
V3 1 ~\2 
好 + 踢 + 韦 = (全 ma- is 
V3 1 \2? ,» 3,3, 3 
+ (5) + 好 一 329+5 如 一 5 


2. 从 仿 射 变换 的 角度 看 文 [2] 所 提 到 的 
性 质 

文 [2 得 出 了 重心 在 原点 的 椭圆 (或 图) 内 
接 三 角形 的 如 下 三 个 性 质 : 

性 质 1 若 4i(zi 0) (i 二 1、2、3) 是 椭圆 

2 2 
(或 图 ): -=z 十 邦 = 1(a > 0,5>0) 上 的 三 个 
不 同 点 ， 点 4; 的 离心 角 为 0;, HAAlA.A3 的 重 
心 是 原点 ， 则 cos(9; 一 9;)) = 
{1,2,3} 泣 天 放 ). 

性 2 2 (zi,)(i=1、2、3) 是 椭圆 
(或 加 ): 二 一 5 十 吃 二 1(g > 0,b > 0) 上 的 三 个 不 
同 点 ， 目 4 A A 4 的 重心 是 原点 , 则 x9 十 x3 十 
z3 一 So, zz 上 二 22 十 2312 一 $02. 

性 质 3 车 A; (Zi, Yi) (i—=1、2、 3) 是 椭圆 
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(或 圆 ): + 号 = 1(a >0,b>0) 上 的 三 
个 不 同 包 且 A4i4243 的 重心 是 原点 ， 则 
3V3 
OA AAAs 一 a 


若 从 仿 射 变换 的 角度 看 这 三 个 性 质 , 其 证 
明 会 更 简洁 . 
pa Ty 
对 于 椭圆 二 二 二 = 1(a > b>0), 令 zx’ = 
a* 5b 
~,Y 二 得 圆 z2+y2 = 1. 同时 , 椭圆 上 三 点 
41i(zlV)、4az(z2,y2)、4s(zs,ya) 分 别 对 应 
园 上 三 点 届 (ct 的 )、 形 ( 作 的 、 玫 ( 鸭 的 ) 
因为 zl1 十 z? 十 Z3 = 0 < 21 十 22 十 24 = 0， 
匀 十 轨 十 办 三 0 < 全 训 十 殉 十 玖 =0， 
所 以 A4i 4?43 的 重心 是 原点 , 则 APY PP 的 
重心 也 是 原点 . 反之 亦 然 . 
另外 ， 对 于 圆 zx2 +3%2 = 1 上 三 点 
疡 (241)、 应 (z2;22)、 已 (z3, 0) 无 论 怎样 
运动 ,只 要 注意 到 运动 下 的 不 变性 ， 即 
和信 忆 轧 已 是 正三 角形 , 就 能 得 到 一 些 意料 之 
外 而 又 在 情理 之 中 的 收获 
因此 ， 对 于 圆 z2 +%y2 = 1 上 三 点 
同人 4 的)、 形 ( 鸣 欧 、 丽 (o, 的 而 言 , 发 现 
变化 中 的 第 一 个 不 变 : 


1 1/ 1 _ _ /1/ 7 1 
Z122 + YY = Tors 十 yy273 








i | 1 
= TT3 + HY 二 一 7 
由 变换 2 一 ~， y 一 >， 有 
V17T2 + Viy2 _ T2723 Y2Y3 TI1T3 
a2 2 BB 2 
V1Y3 1 
Be 个 
若 椭 圆 + 小 1(a >5> 0) 上 的 点 4 


的 离心 角 为 6 则 2i 一 .Qcosb y; = bsinb, 
(i=1、2、3), 代入 力 式 得 

cos (0; -的 = 一 人、 j ef{1l、 2、 3}, i#7). 
这 就 是 性 质 1. 


变化 中 的 第 二 个 不 变 : 
由 原 题 目的 证 明 可 知 /十 了 十字 /2 一 2 十 
3 
y2+Y3 = 一 了 
2 2 
由 变换 x/ = 一 ,y= 7 有 半 二 部 十 总 一 
a2 & 2 


i 
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即 2 2 2 _ 3 2 ,2 2 2 3 2 
Xi 二 +22 十 XY3 一 74 ,1 十 32 十 23 一 20 ， 
这 就 是 性 质 2. 
变化 中 的 第 三 个 不 变 : 
由 于 两 个 封闭 图 形 面积 之 比 是 仿 射 不 变 


是 ,所 以 一 工 ， 而 圆 z2 +zy2 = 二 1 中 
OAhi4zh3 wb 
3V3 3V3 
DAPIPIP! 二 一 一 , 从 而 SA41424a = ow 
这 就 是 性 质 3. 


最 后 , 还 要 说 明 的 是 这 三 个 性 质 中 如 果 图 
形 是 圆 , 则 a = 总 = 7. 

罕 此 , 可 以 发 现 无 论 是 从 中 心 旋 转变 换 的 
角度 对 原 题 目 求 解 , 还 是 从 仿 射 变换 的 角度 对 
文 2 所 提出 的 三 个 性 质 简 洁 地 证 明 , 都 注重 
了 “变化 中 寻求 不 变 " 这 一 规律 . 于 是 , 对 于 原 
题目 及 文 [2] 所 提出 的 三 个 性 质 还 可 以 进一步 
地 做 如 下 推广 . 

3. 推广 

推广 1 车 正 多 边 形 记 已.… 忆 ,的 nw 个 顶 
点 及 (Ti, 级 ) (i 二 1,2… ,n) 均 在 圆 2 十 yy = 


Li LA 7 
1 上 , 则 》 xz? = y= =. 
i=1 i=1 2 


证 明 : 由 于 多 边 形 忆 已.… 中 ,是 圆 x2 十 


y? = 1 的 内 接 正 多 边 形 , 所 以 圆 z? 十 欠 =1 上 


的 nn 个 上 访 PB (zx;,%) (2 = 1,2,.…: ,n) 可 看 作 是 : 
把 点 号 以 原点 0 为 旋转 中 心 , 以 亚 为 旋转 角 
进行 旋转 变换 得 到 点 己 4 (i = 1,2,… ,nm). 其 
中 ， 扣 Pn+l 与 点 记 重合 . 
由 旋转 变换 公式 有 : 
2T 27 
1 = Ti — Wsin 一 


on cos 27 
:1 二 SiN 一 十 ?7 一 
人 十 1 i nn Yi 元 


( 一 1,2,.…… NN Tn+l = Tl Yni+l = 1), 


2 Ls 27 IAT\2 
所 以 得 >， x? 一 > (se Cos — — — Yisin 一 ) 


i=1 +=] 


2T /2 , pn n 
= cos? 让 z?) + sin? 一 (> 2 ) 
7 一 nN Ni=1 


一 2 sin 2 og 2 (> ziyi ), 
好 
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2 /2 2TC /也 
in 一 2 一 sin 一 2 
sin 一 (> z?) sin — (2) 
= -2cos 辽 ( 六 rs ) © 
三 nn \E ii )， ， 
又 因为 zi+lVyi+l = (x; cos 守 - i Sin 一 ) 
n n 
,2 27 
: (2 Sin -一 + Yi Cos 一 ) 
n n 
2 .2x 2N 2 2 
= Zs sin COs 一 一 yz Sin 一 cos 二 十 
2 2 
2 _ 1 2 
Zi (cos 7 sin 一 ) 
@ = 1,2,.…… , 12) 
将 以 上 ?个 式 子 相 加 , 整理 化 简 得 


2X / 忆 2 / 忆 
cos 一 (> z?) — cos 一 (> 吧 ) 
n | 


?一 1 


9 nn 
=2sin (> xiayi )- rs 人 
人 “一 1 
nn nn 
结合 式 @@、@ 可 推出 天台 = 于 好 
= 2=1 
又 因为 Dit i 一 2 (于 二 中) 一 有， 
二 2 一 一 


所 以 站 如 = 如 =3 
t= 二 ] 2 二 ] 

由 椭圆 变 到 圆 所 作 的 仿 射 变换 z = =， 
y = 二 实际 上 是 一 类 特殊 的 仿 射 变换 ,也 即 
伸缩 变换 , 而 n 边 形 的 重心 经 过 伸缩 变换 后 
仍 为 n 边 形 的 重心 , 同时 结合 推广 1 就 不 难 对 
文中 中 的 三 个 性 质 作 如 下 推广 : 

推广 2 若 A; (zi, Yi) (i=1,2,.… , 1) 是 椭 

贺 (或 园 ) 5 1(a>0, b> 0) 上 的 nn 个 

不 同 点 ， 上 4 的 离心 角 为 有 且 n 边 形 4 4。 
…An 的 重心 是 原点 , 则 cos (8; 一 9;) = cos 了 


(i jE€ {1,2,... ,n},i# 7). 

推广 3 本 二 1,2,… ,m) 是 
椭 阅 (或 图): + 就 二 1(a > 0,b> 0) 上 的 

个 不 同 点 ， 民 % 边 水 41h... 的 重心 是 原 
点 , 则 六 2 二 2, 半 妃 = 02. 

”2 ”2 

推广 4 人 (ri Yi) 人 一 2,.… ,n) 是 椭 

圆 (或 圆 ): 5 十 儿 = 一 1(a>0,D>0) 上 的 2 个 


(下 转 第 10-44 页 ) 
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把 关 于 直线 对 称 护 的 简捷 求法 


830002 新 疆 生 产 建设 兵团 第 二 中 学 ” 张 国 治 


如 何 求 点 P(zo,yo) 关于 直线 1 : Ax+By+ 
C= 0 (42++B? 关 0) 的 对 称 点 @(z1,y1)? 文 
[1 利用 传统 思路 , 即 直 线 1 是 线段 PQ 的 垂直 
平分 线 , 解 方 程 组 得 到 
(B? 一 42)70 一 2AByo 一 24C 
HTB2 
(4 一 B2)yo 一 24Bzo 一 2BC 

TAB 
其 运算 量 很 大 , 公式 结构 较 难 记忆 . 为 此 ， 
文 [2 将 上 述 公 式 做 了 适当 的 改进 , 即 : 
4 


21 = 00 一 一 一 -20 ， 
"7 V 有 京 
B 


yi 三 Yo”— VE ' 
Axo+ Byo+C 
Ce VE 让 
文 国 又 给 出 一 个 公式 : 
2dD, Azo + Byo+C < 0， 

PO = (tS 0 
(其 中 4d 表示 点 P 到 直线 1 的 距离 ,如 为 直 
线 ! 的 一 个 单位 法 向 量 ). 

不 难 发 现 , 文 上 ] 的 公式 推导 较 繁 琐 , 且 不 
容易 记忆 ; 文 引 公式 是 在 文 [1] 的 公式 基础 上 
推 得 的 , 有 明显 几何 意义 , 且 比 较 好 记 和 运用 ; 
文 [ 引 所 提供 的 公式 似乎 非常 简洁 , 极 具 几何 
意义 , 但 其 推导 过 程 学 生还 是 很 难 接受 , 况且 
还 必须 要 判断 点 忆 在 直线 1 所 划分 的 某 一 区 
域内 , 这 样 一 来 , 文人 蜀 的 公式 不 是 很 有 优势 
了 , 针对 上 述 问题 , 我 们 会 思考 , 是 否 有 一 种 简 
洁 、 直 观 、 可 行 的 推导 方法 呢 ? 经 笔者 仔细 研 
究 , 发 现 此 问题 的 一 种 极 具 可 操作 性 且 简 洁 的 
求法 . 

解 : 设 点 P(xo, Vo) 关于 直线 1 : 4z 十 By 十 
C = 0(A42 -+ B2 关 0) 的 对 称 点 为 Q(zx1, 1)， 
设 元 是 直线 ! 的 一 个 法 向 地 . 如 图 1, 过 点 书 作 


2d! 


PN 垂 足 为 点 N, 则 元 /PO, 即 PO = A 
(此 时 PG 与 区 的 方向 由 和 来 确定 , 无 需 单 独 
判定 , 故 关键 是 如 何 求 出 和 ， 设 点 M(z',y) 
为 直线 上 上 任意 一 点 则 MN = MP+ 
PN = MB + 5P6 = NB + A, 而 





2 
元 LMN, 所 以 台 .MN = B43 和 I 2 
， 2R .MP  ，、 
0, 人 所 以 
一 迟 2n.MP 
三 OO -一 A 二 一 [元 Ne。 (*) 
PNANSNA 1 
”ve 
MM 
图 1 


车 取 苑 = (4,B), 则 驶 . 和 MP = (4, B) 
(zo — x’,yo 一 ) = Aro+ Byo — (Ax’'+ By). 
而 4z + By+C=0, 即 Ax’+ By = 一 C， 
故 达 .MP = 4zo 十 Byo 二 C， 由 (*) 得 


06-08=PS=(- 24(Azo+ Byo+C) 


2B(Azo + Byo + OO) 

2 Y 标 原点 
-一 (其 中 为 坐标 原点 )， 
所 以 


(z1,) = O08 = OP +P6 
加 (s _ 2A(Azxo + Byo + O) 
TV 42 十 万 ? 
加 Avo + Bu + OC)) 


Yo AT+ B? 


T0-26 
_ 2A(Axo+ Byo+O) 
i 
2B(Azxo+ Byot+C) (*) 
nw 
点 评 : 


(1) 上 述 证 明 的 关键 之 一 是 设 直 线 上 一 动 
太 MM(z',), 体现 了 运动 的 观点 ; 关键 二 是 充 
分 应 用 法 向 量 、 向 量 的 加 法 和 数量 积 的 运算 ， 
体现 向 量 的 优越 性 和 工具 性 . 

(2) 按 本 文 方法 , 无 需 判 定点 的 位 置 及 法 
问 最 的 方向 ， 

(3) 车 将 (*) 变形 为 


一 一 2R.MP _ 2n.M nn 

7 
A ci( 一 人 -六 

VEEB \WRiB' Vir/ 
即 为 文 [2] 公式 , 稍 加 变形 不 难得 到 

27 .MP 2 
PQ= -一 天 出 
— 4+2Aro+ Byo + Ca 


V.42 十 万 2 
2d7 ,4zo 十 By 上 +C< 0， 

-| —2dv, Aro + Byo+C > 0， 
即 为 文 [3] 公式 

(4) 运用 类 比 推理 可 将 上 述 结 论 推广 至 空 
闻 立 体 几 何 : 

局 P(zo, yo, ?0) 关于 平面 a : 4z 十 By 十 
Cz+D=0(42+ B+C0?z# 0)E 的 对 称 点 为 
Q(T1, Y1, 21), 则 BQ = -2 7 (其 中 
M 是 平面 上 任 一 点 , RW 是 平面 a 的 一 个 法 向 
量 ). 者 取 双 = (4, B,CO), 则 
24(4zo + Byo + Czo0 + DD) 

A2+ B+C? : 
2B(Azxo + Byo+t Czo + D) 

A2+B?+C? : 
2C(4zo + Byo+t Czo+ D) 

A2+B2+C? 

下 而 举例 说 明 此 公式 的 应 用 . 

例 1 求 点 P(1,3) 关于 直线 1 : 2z 一 3y 十 
2=0 的 对 称 点 @ 的 做 标 . 





T1 一 .0 一 


2 一 2 一 


zl1 一 Z0 一 
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解析 : 设 Q(z1,mn), 取 直 线 ! 的 一 个 法 向 
2x2(2—9+2) 33 


Bra ~ 18 
-3_2x(-3)x(2-9+2) 9 
1 22 十 (一 372 13 
所 以 对 称 点 @( 蕊 ,之 ) 


例 2 已 知 点 P(xo, yo). 

(1) 求 点 关于 直线 
对 称 点 的 坐标 ; 

(2) 求 点 忆 关 于 直线 1 
对 称 点 的 坐标 . 

解析 : (1) 设 对 称 点 为 P(xi,yi)， 取 直 线 
(1,1), 则 由 式 (x 人 ) 可 得 : 
2(zo 十 8o 十 C 


:2 和 ++2+c=0 的 


:ZT 一 Yy 十 Cc 二 0 的 


17 T+ wo 
2(Z0 十 2 十 c 
yl 二 Wo”— 六 2 ) - 0 一 


所 以 对 称 点 为 (一 加 一 “一 和 0 一 c). 
(2) 设 对 称 点 为 已 (22,%2), 取 直 线 1 的 一 


个 法 向 量 鸯 = (1, 一 1), 则 由 式 (* 人 ) 可 得 : 
加 2(zo 一 yoc 
1 一 Y0 1 二 (1 加 
一 2420 一 ?20 十 C 
矶 = 加 -二 kzo 一 加 十 9 yo )_ +e. 


12 + (—1)? 
所 以 对 称 点 为 (yo 一 c,zo 十 c). 

例 3 求 曲 线 C :xz?+2xy 十 十 3% 十 Yy 一 
0 关于 直线 1 :2zx 一 vy 一 1 = 0 的 对 称 曲 线 Cr 的 
方程 . 

解析 : 设 P(z,y) 为 所 求 曲 线 C' 上 的 任意 
一 点 , 则 点 也 关于 /的 对 称 点 Q(zi, 胃 ) 必 在 曲 
线 C 上 . 取 直 线 ! 的 一 个 法 向 量 胸 = (2, 一 1)， 


则 由 式 (*) 可 得 : 
_ ,4(22—y—1) 一 3z 十 4 十 4 
5 
加 一 2420 一 一 1) 4z+3y—2 
ny Rr = 
代入 曲线 C 的 方程 得 


--3z 十 4 二 4 4r 十 3y 一 2\? 
(一 


一 3T 十 4y 十 4 42 二 37 一 2 
3( )+——s 
化 简 整 理 得 


CO :T+14ry+49y2—21z+103y+54 二 0. 


一 0, 
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一 道 “ 简 单 ” 双 曲线 题 的 “复杂 ”已 


310023 ”浙江 省 杭州 外 国语 学 校 李 辉 17 


在 高 三 的 一 节 圆 锥 曲线 复习 课 上 , 笔者 曾 
讲解 了 下 面 这 道 题 . 由 于 题目 本 身 并 不 难 , 绸 
加 上 笔者 所 教 班级 学 生 的 基础 比较 好 , 所 以 笔 
者 认为 讲解 起 来 应 该 会 很 顺利 , 但 出 乎 意料 的 
是 , 笔者 遇 到 了 一 些 “ 麻 烦 ”. 


x 


2 

题目 : 已 知 双 曲 线 C: 研一 这 = 1 和 让 
线 1: y = kz 十 V2, 而 且 直 线 ! 与 双 曲 线 C 的 右 
支 有 两 个 交点 , 求 大 的 取 值 范围 

笔者 在 课堂 上 提供 了 两 种 解法 , 分 别 如 下 : 

解法 一 : 考虑 到 双 曲 线 的 渐 近 线 往往 能 ; 
定 直线 与 双 昌 线 的 交点 数目 , 因此 可 以 用 数 形 
结合 的 思想 来 解 此 题 

如 图 1 可 知 , 当 直 线 ! 的 斜率 比 双 曲线 的 
一 条 渐 近 线 y 二 - 交 。 的 斜率 小 , 但 是 比 图 中 
虚线 (通过 点 (0, V3) 且 与 双 曲 线 右 支 相 切 的 直 
线 ) 的 斜率 大 时 , 直线 ! 与 双 曲 线 的 右 动 有 两 个 


er 


点 评 : ” 按 上 述 解 法 不 难得 到 以 下 推广 : 

曲线 C: f(z,y)=0 关 于 直线 i: Ax 十 By 十 
C= 二 0 (A? 十 B? 半 0) 对 称 曲 线 C' 的 方程 为 

24(4z + BY 十 性 ) 

f(s -2 A2 十 万? ’ 

jj tt 2) _0o. 

总 之 , 一 个 数学 结论 的 诞生 过 程 应 该 更 目 
然 、 更 简洁 、 更 美丽 , 不 能 像 麻 术 师 帽 子 中 的 
兔子 那样 突 元 , 应 该 是 “清水 出 芙 芍 , 天 然 去 雕 
饰 ”. 正如 林 群 院士 所 说 , 我 们 不 要 把 数学 弄 得 
太 复 杂 了 , 数学 思想 方法 应 当 是 简单 、 平 易 近 
人 的 . 我 们 提倡 “让 解 题 思路 来 得 自然 些 ”, 解 
法 的 自然 源 于 数学 思想 的 自然 , 因为 数学 思想 
本 来 就 是 自然 平和 的 , 而 本 文 更 能 体现 这 一 点 . 


由 此 容易 解 得 一 1 < 大 < -次 





图 1 


解法 二 : 设 直 线 ! 与 双 曲 线 C 的 交点 
为 A(x1,1) 和 B(x2,y2), 由 于 交点 在 双 曲 线 的 
右 支 上 , 因此 点 A、B 的 横 坐 标 应 该 都 是 正 数 ， 
也 就 是 说 
2Z1 十 22 > 0, 
| Z172 > 0. 


另 一 方面 , 点 A4、B 的 坐标 应 是 方程 组 


PS A Sa Se Sd Sd Se a Of Se Sd Sd Se Sa a Sd SS SAS dS 


事实 上 , 本 文 所 提 及 的 方法 并 不 商 深 , 甚至 有 
点 平凡 , 然而 将 平凡 的 方法 用 到 极致 便 是 不 平 
凡 . 
参考 文献 
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2 
2 
一 一 ?一 1 
3 yy 9 
y = kx + V2 


的 解 , 从 上 述 方程 组 中 消去 y, 并 整理 可 得 


(1 — 3k2)z?2 — 6V2kz —9=0.......... © 


因此 上 述 关 于 x 的 方程 有 两 个 解 x]、zxo， 
而 且 ‘ 
1 — 3k2 #0, 


A = 72k? + 36(1 — 3k2) > 0, 


解 这 个 不 等 式 组 可 得 
V3 


—l<k< 一 可 

解法 一 的 讲解 很 顺利 , 但 解法 二 讲 完 之 后 ， 
有 学 生 提出 了 异议 . 学 生 指出 , 虽然 解法 二 的 
答案 是 对 的 , 但 是 其 中 取 值 范围 的 考虑 “ 欠 妥 ”， 
正确 的 解法 应 该 如 下 : ， 

解法 三 : 因为 双 曲 线 方程 二 一 y2 = 1 中 ， 
zx 是 有 取 值 范围 的 , 在 右 支 上 的 点 的 横 坐 标 应 


之 V3， 
该 不 小 于 V3, 因此 解法 二 中 ， {2 V3 方程 
Z2 > V3, 
组 @ 应 该 改写 成 
人 tr>2V8, @ 
2122 之 3. 


@ 中 不 等 式 组 对 应 的 式 子 也 应 该 改 掉 . 但 最 后 
的 计算 结果 还 是 
—l<k< -六 


虽然 最 后 解 出 来 的 答案 一 样 , 但 是 那 位 学 
生 坚 持 认 为 笔者 提供 的 解法 二 , 其 过 程 是 不 
正确 的 . 有 意思 的 是 , 在 这 位 同学 展示 了 他 的 
解法 之 后 , 班 里 31 个 学 生 中 , 有 25 个 认同 解法 
三 , 刹 下 的 几 个 同学 还 拿 不 定 主意 ! 

这 一 现象 立刻 让 笔者 想到 了 如 下 问题 : 

问题 一 : 解法 三 中 存在 一 个 学 生 非 常 容易 
错 的 地 方 , 他 们 能 发 现 并 知道 为 什么 吗 ? 

问题 二 : 解法 二 实质 上 是 正确 的 , 学 生 能 
否 理 解 ? 

更 广泛 的 问题 是 : 解法 二 为 什么 是 正确 
的 ? 什么 时 候 短 要 考虑 变量 的 取 值 范围? 什么 
时 候 不 需要 考虑 ? 
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问题 三 : 解法 三 得 到 了 正确 答案 , 这 是 否 

具有 一 - 般 性 ? 

针对 这 三 个 问题 , 笔者 和 学 生 一 起 进行 了 

积极 思考 和 辨析 , 花 了 整整 一 节 习 题 课 把 这 
道 “ 简 单 ” 的 习题 “复杂” 化. 

1. 关于 问题 一 局 

在 笔者 明确 提出 骨 法 三 中 的 由 | > ， 

zZ2 > V3 


之 2V3, 
XT1 十 XY2 V3 值得 仔细 思考 和 分 析 ， 


X17T2 之 3， 
并 指出 一 般 情况 下 会 出 错 后 , 学 生 思 考 一 天 仍 
然 不 能 明确 说 出 其 中 的 理由 来 . 

学 生 解 法 的 问题 是 : 如 果 

Xi1 之 也 -上 Zi 十 Za2 之 24， 
{2 >t, 人 > 刀 ， 

当 t = V3 时 , p 是 g 的 充分 不 必要 条 件 , 而 不 
是 充 要 条 件 ( 当 za = 100, xz2 = 1 时 ，q 成 立 ， 
但 p 不 成 立 )， 因 此 , 一 般 情 况 下 , 按照 p 解 出 
来 的 未 知 数 取 值 范围 , 是 按 q 解 出 来 的 未 知 数 
取 值 范围 的 子 集 . 换 句 话 讲 , 按照 @ 式 解 出 来 
的 上 的 取 值 范围 , 理论 上 来 讲 是 包含 正确 答案 
的 . 

但 是 , 给 学 生 造 成 认 知 上 困难 的 是 : 当 t = 
0 时 , p 是 g 的 充 要 条 件 ! 而 且 , 在 解析 几何 的 
有 关 题 中 , 我 们 还 经 常 要 用 到 这 一 点 . 这 个 知 
识 点 高 考 也 考 过 , 例如 2009 年 高 考 浙 江 卷 理科 
第 2 题 : 

已 知 g、b 是 实数 , 则 “a > 0 且 > 0 是 
“ga+b>0 引 eb > 0 的......,... ( ). 

(A) 充分 不 必要 条 件 ; 

(B) 必要 不 充分 条 件 ; 

(C) 充分 必要 条 件 ; 

(D) 既 不 充分 也 不 必要 条 件 . 

该 题 的 正确 答案 是 (C). 

企 t 二 0 和 t 关 0 时 , p 与 g 的 形式 没 变 , 但 
是 关系 却 完全 不 一 样 . 学 生 对 上 = 0 的 情形 是 
比较 熟悉 的 , 但 也 会 因此 形成 “反应 定 势 "， 从 
而 造成 认 知 上 的 困难 串 ， 因此 仔细 思考 和 理 清 
其 中 的 关系 , 深入 了 解 结论 不 同 的 原因 , 是 非 
常 重要 的 . 

首先 , 笔者 和 学 生 一 起 思考 了 如 下 问题 : 


立 1 之 tt， 


在 t 关 0 时 ， 怎样 才能 把 ?形式 改写 


得 到 | 


2 之 了 
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成 有 利于 应 用 一 元 二 次 方程 根 与 系数 关系 的 形 
式 呢 ? 不 难 知 道 , 我 们 只 筑 把 右边 的 上 移 到 左边 
去 ,然后 按照 上 述 商 考题 的 形式 改写 即 可 , 也 
2Z1 之 如 (Zz1—t)+ (22 —t) > 0, 
< 
{2 之 t 人 —t)(x2 —t) 0. 
接着 , 笔者 带 着 学 生 以 方程 2? 十 bx 十 c= 
0 的 两 个 解 z1、zz 为 例 , 探讨 了 t = 0 和 4 关 
0 时 , p 与 gq 关系 的 区 别 及 其 原因 . 
假设 上 是 任意 一 个 正 数 , 那么 由 
六 一 4c > 0， 
rz1—t+7x2—t=—b— 2t>0, 
(x1—t)(x2 一 四 =t+bt+c20 


bdc>0, 
b+2t<0, 
bt+c+t 共 之 0. 
用 关于 5b、c 的 平面 直角 化 标 系 , 可 以 把 
b、c 的 取 值 范围 形象 地 表示 出 来 (图 2 中 的 阴 
影 部 分 ). 





而 由 

52 一 4c > 0， 

Xi 二 xX» = —b > 21， 

TI1T2 一 C 之 2 
可 以 得 到 

22 一 4c > 0, 

b+2t<0, 

c—t>0. 
同样 ,可 以 把 入 < 的 取 值 范围 形象 地 表示 出 
来 (图 3 中 的 阴影 部 分 ). 


从 图 2 和 图 3 中 可 以 明显 地 看 出 , 阴影 部 
分 灾 示 的 集合 , 前 者 是 后 者 的 子 集 . 而 且 , 当 
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t 一 0 时 , 两 个 集合 是 相等 的 (图 2 中 直线 中 十 
c 十 刀 =0 是 抛物 线 刀 一 4c=0 的 切线 )， 

也 正 因 为 如 此 , 解法 三 的 正确 写法 应 该 如 


下 : 
解法 四 : 因为 人 > V3, 
.2 之 V3, 





— V3 > 0, 
xz2— V3>0 0, 


所 以 | 因此 方程 组 心 应 该 
改写 成 
{2 一 V3+ 7x2 — V3 > 0, 
(21 一 V3)(zx2 一 V3) 之 0. 
代入 根 与 系数 的 关系 后 计算 , 结果 是 
V3 


—l]<k< -a 
2. 关于 问题 二 
解法 二 的 正确 性 是 比较 隐藏 的 . 
0, 之 V3， 
一 般 情形 下 ， {2 > 是 人 > V3 的 
2Z2 > 0 2Z2 > V3 
X1 之 
X2 之 


必要 不 充分 条 件 . 也 就 是 说 , 按照 | 


0, 
所 得 到 的 取信 范围 是 梓 昭 > 所 得 出 的 
取 值 范围 的 子 集 ， 从 这 个 意义 上 来 讲 解法 
二 “好像 ” 是 不 准确 的 . , 
但 是 ， 在 (zhg) 和 (z2,32) 是 方程 二 | 


y? = 1 的 两 个 根 的 前 提 下 ， {2 > 却 是 


T2 > 
x1 > V3, 
{2 > V3 
是 方程 扩 一 y= 1 的 根 , 则 z < -VS 或 > > 
V3, 因此 在 满足 z > 0 的 前 提 下 ,自然 也 就 


的 充 要 条 件 . 理由 在 于 , 如 果 (zx, vy) 


10-—30 


有 z > V3. 既然 是 充 要 条 件 , 那么 用 哪个 不 等 
式 组 来 计算 都 是 正确 的 . 
2Z1 > 工 ， 


基于 同样 的 原因 ， 到 上 在 条 件 下 


2Z2 > 工 
一 样 可 以 得 到 正确 答案 . 

当然 , 从 另 一 方面 来 讲 , 学 生 提 出 解法 三 
是 有 理由 的 : 高 中 数学 里 , 需要 特别 注意 变量 
隐 含 的 取 值 范围 的 情况 并 不 少见 . 

例如 , 在 求解 不 等 式 logzz < 32 的 过 程 
中 , 要 注意 x > 0. 

由 比如 , 己 知 直线 y = xz 十 b 与 曲线 x = 
V1 一 妨 有 和 且 仅 有 两 个 公共 点 , 求 b 的 取 值 范 
围 时 , 如 果 用 代数 方法 做 的 话 , 在 得 到 2z2 十 
2bz 十 刀 一 1=0 后 , 要 特别 注意 其 中 隐 含 的 条 
件 z > 0. 但 有 意思 的 是 , 这 里 不 需要 考虑 其 中 
隐 含 的 条 件 z 世 3 

这 样 一 来 就 产生 了 问题 : 什么 时 候 需 要 考 
虑 变量 的 范围 ? 什么 时 候 不 用 考虑 ? 碰 到 实际 
题目 的 时 候 怎 样 迅速 地 作出 判断 ? 

实际 上 , 要 回答 这 个 问题 、 使 学 生 在 解 题 
时 做 到 心中 有 数 并 不 难 : 在 解 题 过 程 中 , 对 有 
关 式 子 变形 时 , 如 果 使 用 的 不 是 恒 等 变形 , 则 
项 考虑 变量 的 取 值 范围 (考虑 的 范围 只 要 保证 
变形 是 恒 等 的 即 可 ); 如 果 使 用 的 是 恒 等 变 形 ， 
则 无 逢 考虑 变 拉 的 取 值 范围 . 

例如 , 由 xz = vV1 一 入 得 到 xz =1-3%2 的 
过 程 不 是 恒 等 变 形 , 只 有 当 z > 0 时 才 是 , 所 
以 在 后 续 的 解 题 中 需要 加 入 限制 条 件 z > 0; 
7 一 V1 一 刀 中 的 隐 含 条 件 z < 1 并 没有 影响 
到 恒 等 变形 , 所 以 无 需 考 虑 ， 

3. 关于 问题 三 

既然 从 理论 上 讲 ， | 


7X1 ++ 22 > 2a, , 
VI1T? 之 Q2 
机 21 十 Zoo > 0, 
出来 的 取 什 范围 会 实际 (中 ) 
Z122 > 0 

小 , 那么 解法 三 为 什么 能 得 出 正确 答案 呢 ? 与 
此 相关 的 一 个 问题 是 : 能 不 能 构造 同类 型 的 一 
道 题目 , 使 大 家 感受 到 两 种 算法 的 区 别 呢 ? 出 
乎 意料 的 是 , 这 个 问题 的 答案 是 : 不 能 ! 

壮实 上 , 解法 三 之 所 以 能 得 到 正确 答案 ， 
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Z1 十 22 之 20, 


是 因为 要 所 | > ”和 a > 0 可 以 得 到 


TT 之 a 
人 “和合 > ， 震 于 同 祥 的 原因 ,从 关于 问题 
TiTo > 0. 
二 的 讨论 可 知 , 在 双 曲 线 的 背景 下 ， 
Zi 十 22>0， |Zxi> oa, 
人 s{ > 
TZ1 之 4 


可 以 得 到 


是 等 价 的 ， ww 
X22 
2Z1 十 2Z2 之 2Qa， 
(2 > 0 
所 以 逻辑 上 
Xl 十 xX2 之 20， 后 ZI 十 22 > 0， 
人 2 wa“ | Z172 > 0 
案 不 一 样 也 就 成 了 不 可 能 完成 的 任务 . 
但 是 , 如 果 把 题目 中 的 双 曲 线 换 成 椭圆 ， 
则 可 以 构造 出 能 说 明 区 别 的 例子 . 
例如 , 杠 圈 C:， 入 十 巡 = 1 和 直线 1 
y 二 _ kz 十 2 有 两 个 不 同 交 点 的 条 件 是 k < 
-站 或 > 站， 在 此 条 件 下 , 设 两 个 焦点 
的 横 坐 标 为 TX1i、 Xo, 则 : 


> 1, 
sf 时 , 可 得 


TY2 之 工 
4 4 
、 Xl 十 YX» 之 2， , 
当 时 , 可 得 
ZX122 之 工 


以 上 从 一 道 简单 的 双 曲 线 题 出 发 , 基于 学 
生 的 反应 和 思维 , 引发 了 “复杂 ?的 思考 和 辩 
析 , 说 实话 是 笔者 一 开始 处 理 题目 时 并 未 想到 
的 , 这 也 充分 说 明了 一 线 教 学 的 复杂 性 ,作为 
一 线 教师 , 要 能 够 敏锐 地 发 现 学 生 知 识 结构 中 
的 “缺陷 ”, 并 积极 引导 学 生 探究 和 分 析 问 题 的 
本 质 , 这 不 仅 有 利于 学 生 知 识 结构 的 完备 , 也 
有 利于 教师 教学 科研 的 进行 . 
(下 转 第 10-37 页 ) 
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用 “再 算 一 次 ”方法 解决 递 遇 推 数列 问题 
226500 江苏 省 如 皋 中 学 ” 姚 新 国 
1. 背 票 Q4, 07, 010, 013; 016; 019,°** ,Q3k+1 (5) 
(2011 年 全 国 高 考 江苏 卷 理科 第 20 题 ) 设 为 等 差 数 列 . 
M 为 部 分 正 整 数组 成 的 集合 ,数列 {fan} 的 同 理由 大 = 4, 当 n% > 4 时 有 
首 项 al = 1， 前 ?项 和 为 9 已 知 对 任意 整 Sn+4+ Sn-4 = 2(Sn + S54), (6) 
数 k 属 于 M， 当 n> 上 上 时， Sntk 十 Sn_k 一 则 on-+6e + an_2 一 2Qan+2(n 之 4), 所 以 
2(Sn 十 Sk) 都 成 立 . Q2; 06, 010, 014; 018,""* ，Q4K 2，-.- (7) 
(DD) 设 M = {1}, 02 二 2, 求 a5 的 值 ; C3 07,Q11, CQ15 0Q19)， 0Q4 一 1; (8) 
(2) 设 M= {3,4}, 求 数列 {aw} 的 通 项 公式 ， ”为 等 差 数 列 ; 
1.1 说 明 04, 08, Q12; Q16，Q20，… 1 Q4k,* (9) 
本 题 考 查 递 推 数 列 、 数 列 通 项 ay 与 前 mm 为 等 差 数列 ; 
项 和 之 间 的 关系 、 等 差 数 列 的 性 质 等 基础 05, Q9, 013, Q17，021， "+ ,QA4k+1,."° (10) 
知识 , 考查 学 生 分 析 探 究 及 运算 推理 的 能 力 ， ”为 等 差 数 列 . 


“标准 解答 ”的 严谨 性 、 思 路 和 方法 及 运算 推 
理 的 技巧 性 是 非常 高 的 , 在 高 考 的 特殊 氛围 下 ， 
很 少 有 学 生 能 做 出 完整 的 、 正 确 的 结果 , 能 做 
到 由 9" 的 递 推 关 系 式 转化 为 un 的 递 推 关 系 式 
就 非常 不 容易 了 . 在 得 到 两 个 关于 ay 的 递 推 
关系 式 后 , 要 通过 替换 两 个 关系 式 中 序号 m 的 
值 , 将 部 分 项 转化 为 相同 项 , 从 而 找到 关系 , 但 
在 替换 过 程 中 序号 n 间隔 较 大 (最 大 时 为 6), 为 
了 缩小 间隔 , 义 加 大 了 序号 nw 的 约束 (最 大 约 
束 条 件 为 n > 9). 抽象 程度 之 高 , 超过 了 绝 大 
部 分 考生 的 承受 能 力 , 如 何 避 开 序 号 mm 的 约束 ， 
义 尽 快 将 间隔 缩小 到 常规 情形 呢 ? 

1.2 巧 解 探究 

解 : 第 (1) 小 感 略 . 

第 (2) 小 题 , 由 k = 3， 当 n > 3 时 ， 有 
Sn+3+ Sn.3 = 2(Sn+53) (n > 4). (1) 

在 (1) 式 中 把 % 状 换 为 n +1 再 算 一 次 得 
Sn+4+ Sn-2 = 2(Sn+1 + $3)(n > 3). (2) 

(2) 一 (1) 得 anp4 十 an-2 = 2ant1 (n> 4)， 


即 Q2, 05 08, Q11; 1dy CQ3K 一 1 (3) 
为 等 差 数 列 ; 

Q3, Q6, 9, 012, 015, Q18;* ** , Q3k;* (4) 
为 等 闫 数列 ; 


由 (3) 知 ald 一 a2 = 4(as 一 a2)， 由 (4) 知 
Q18 一 46 二 4(Q6 一 43), 义 由 (7) 知 al4 一 Q2 一 
Q18 一 06, 所 以 as 一 a2 = a6 一 a3; 同 理由 (4) 
知 al5 一 as = 4(a6 一 a3), 由 (5) 知 ale 一 ar = 
4(a7 一 44), 又 由 (8) 知 al 一 43 = a19 一 a7, 所 
以 a6 一 a3 = 07 一 a4, 则 (3)、(4)、(5) 三 个 数 
列 的 公差 相等 , 所 以 


an+3 = Qn + di(n > 2), (11) 
di 为 常数 . 同 理 可 得 
Qn+4 = Qn + d2(n > 2), (12) 


02 为 常数 ， 在 (11) 式 中 把 ?替换 为 m 十 
1 青 算 一 次 得 

Qn+4 = Qnt1 + di(n > 1), (13) 

由 (13) 一 (12) 得 anyi = an 二 dz 一 di(n 之 
2)， 设 do 一 Ql 一 da3， 所 以 数列 {an} 从 第 二 项 起 
为 等 差 数 列 @ant1 = an + dn = Q1 十 (nC— 1)d, 
在 (中 令 m = 4, 且 在 (6) 中 令 n = 5， 则 


57+ S91 = 2(S4 + S$3),， ,ns 
得 {9+ = _ 2(S5 + 54), 解 得 gas 一 3, da = 
2, 故 数 列 {an} 为 等 差 数 列 a = 2n 一 1. 

1.3 点 评 

在 含有 多 个 递 推 关系 式 的 问题 中 , 我 们 可 
以 透 个 将 各 个 递 推 关 系 式 的 序号 关 通 过 替换 
为 … ， 了 一 2 一 1， 了 十 17 十 2 ... 中 一 值 
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表 算 一 次 , 得 到 一 些 结论 , 然后 再 综合 起 来 , 得 
到 数列 {en} 的 有 关 性 质 . 
1.4 推广 


(1) 当 = {3,5} 时 ,: 数列 {oan} 的 首 项 
al 二 1, 前 nw 项 和 为 5%, 已 知 对 于 k E M, 当 
n > 于, Ontk + Sn-g = 2(n + Sk) 都 成 立 ， 
则 数列 的 通 项 公式 an = 2n 一 1. 

(2) 设 MM = {p,q}, 常数 pg 为 互 质 的 正 
整数 数列 {an} 的 首 项 a = 1， 前 nw 项 和 
为 5%, 已 知 对 任意 整数 k E M, 当 n > 天 时 ， 
Snik 十 Sn_k = 2(Sn 十 Sk) 都 成 江 , 则 数列 的 通 
项 公式 an = 2n 一 1. 

1.5 总 结 

入 有关 数 列 问 题 中 ， 将 递 推 关 系 式 中 
的 nn 替换 为 .… ,7 一 2, n 一 1, 2 十 1 n 十 2,.…… 中 
一 值 , 得 到 这 两 个 值 表 示 的 关系 式 , 再 将 这 两 
个 关系 式 相 加 或 相 减 , 可 以 得 到 我 们 省 要 的 结 
论 . 这 样 在 解决 有 关 “ 递 推 数列 ”问题 时 是 一 种 
行 之 有 效 的 基本 方法 . 

2. 将 交替 换 为 .… ，?m 一 2，72 一 1， 匈 十 1 nn 
十 2; .… 中 一 值 “ 再 算 一 次 ”法 

数列 {am} 中, 前 mn” 项 的 和 为 S, 有 an = 


(= - 攻 和 下 中 洗 


数列 {an} 多 个 项 的 递 推 式 , 将 nw 替换 为 …， 
nN 一 2, nn 一 1,n 十 1,n 十 2 .… 中 一 值 , 得 到 一 个 
新 的 式 子 , 再 在 此 基础 上 将 两 个 式 子 整体 处 理 
得 到 一 个 新 结论 的 方法 . 

在 一 般 只 含有 数列 {an} 相 邻 两 项 或 三 项 
的 递 推 关 系 式 中 , 可 以 通过 累加 、 累 乘 、 利 
用 等 差 数 列 或 等 比 数列 的 性 质 、 构 造 新 数列 
等 途径 直接 处 理 , 但 是 如 果 表 达 式 中 出 现 了 含 
有 数列 通 项 an 与 数列 前 m 项 和 9 之 间 的 关系 
式 , 可 将 nn 替换 为 … ,nn 一 2, nn 一 1,n 十 1,n+ 
2，,… 中 一 值 , 转化 为 相 邻 两 项 或 三 项 之 间 的 
递 推 关系 来 处 理 . 

3.“ 再 算 一 次 ”方法 的 应 用 

3.1 在 含有 an 与 Sn 的 递 推 关系 式 中 的 应 
用 

例 1 数列 {an} 中 ，S5 为 数列 的 前 nw 项 
和 ，al = a, a2 = b, Sn = mal 十 an) (n € N*). 
证 明 数 列 {Qn} 为 等 差 数 列 . 
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分 析 : 要 证 明 数 列 {@,,} 是 等 差 数 列 , 依据 
定义 必须 有 an+i 一 an = d (4d 为 常数 ) 对 n € 
N* 恒 成 立 , 为 了 得 到 此 结论 , 一 是 求 出 通 项 
公式 ; 二 是 找到 相 邻 三 项 之 间 的 关系 为 2a,, = 
an+1 十 an_im € N*). 5 = Pal 十 am rn GE 
N*) 中 体现 的 是 前 nn 项 和 5 与 a 之 间 的 递 推 
关系 , 若 再 个 一 次 , 将 两 式 相 减 后 整理 , 则 转化 
为 相 邻 两 项 之 闻 的 关系 问题 . 

证 明 : 由 Su = 2 二 oo) (n> 0)， (1) 
在 (1) 式 中 把 nw 替换 为 n 十 1 再 算 一 次 ， 则 
有 S41 二 + Des + emt), (2) 

(2) 一 (0) 得 2(Sn41 一 Sn) = (2 十 1)(an+l 十 
Q1) 一 ?fan 十 41), 整理 得 


(人 一 Jan+l = nan — aan > 1). (3) 
在 (3) 式 中 把 n 再 次 准 换 为 n+ 1 再 算 一 
次 ， 则 有 7LCQmn2 一 (n+ 1)an-+1l 一 0Q1. (4) 


(4) 一 (3) 整理 得 2nan4l = nan 十 man+2， 
所 以 2Qnti = an+2 十 an(2 之 1), 故 有 

an4+1 一 an 一 an 一 Qn-1 一 … 一 ao2 一 Qli 为 
常数 , 所 以 数列 {an} 为 等 差 数 列 . 

- 说 明 : 在 含有 .53n 与 an 的 递 推 关 系 式 中 ， 
车 将 nw 替换 为 … ,nn 一 2, nn 一 1, n++1l,n+t 
2, … 中 一 值 , 再 算 一 次 , 将 此 式 与 已 知 式 两 式 
相 减 则 可 以 减少 递 推 关系 式 中 项 的 个 数 .在 只 
有 相 邻 两 项 之 间 的 递 推 关系 中 , 直接 求解 比较 
困难 时 也 可 以 再 算 一 次 , 则 得 到 相 邻 三 项 之 间 
的 关系 式 , 再 利用 等 差 数 列 的 性 质 求 解 . 

3.2 在 含有 数列 {an} 前 nn 项 和 5h、Sn+1 的 
递 推 关 系 式 中 的 应 用 

例 2 设 数列 {fan} 的 前 mr” 项 和 为 9 ， 已 
知 al = 1,az =6,as = 11, 且 

(5n— 8)Sn+1— (5n+2)Sn, = An+ B,n = 
1,2,3,…, 其 中 4、B 为 常数 . 

(1) 求 4 与 B 的 值 ; 

(2) 证明 : 数列 {an} 为 等 差 数 列 ; 

(3) 证 明 : 不 等 式 V5amn 一 Vaman > 1 对 
任何 正 整 数 m,n 都 成 立 . 

分 析 第 (2) 小 题 , 由 己 知 条 件 比 较 难 求 
得 5 的 表达 式 ， 故 必 须 将 S41、S5 的 递 推 
关系 式 转 化 为 数列 {an} 中 项 与 项 之 间 的 北 
为 了 能 够 较 呆 利 地 转化 又 先 
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将 Sh、Sn+1 前 的 系数 尽 最 转化 为 常数 , 然后 
再 利用 “再 算 一 次 ”法 , 则 可 求解 . 

证 明 : 由 第 (1) 小 题 求 得 4 = -20,B = 
一 8, 得 (5n 一 8)Sn+1 一 (5n + 2)5%, = —20n— 8, 

整理 (5n 一 8)(Sn+1 一 Sn) 一 105;, = 一 20n 一 
8, 所 以 (5m — 8)anti — 105%, = —20n ~ 8,， (1) 

在 (1) 式 中 把 nw 替换 为 n +1 再 算 一 次 有 
(5 一 3)an+2 一 10Sn+1 = —20 (n+1)—8, (2) 

(2) 一 (1) 得 
(5n—3jant2— (5n+2)ant1 = —20(n > 1),，(3) 

在 (3) 式 中 把 nn 再 次 蔡 换 为 nn 十 1 再 算 一 -次 
有 (5n 十 2)an+3 ~ (5% + 7)ants = —20, (4) 
(4) 一 (3) 得 (5n 十 2)anp3 一 (10n 二 4)ansz+ (5n++ 
2)an+1 一 0， 整理 得 

2an+2 = an+3 + ant1(n 了 )， 

所 以 an — an-l = an-l 一 an-2 = an-2 一 
0Qn-3 一 … :一 03 一 02, 义 43 一 a2 一 5,ao 一 Ql 一 
5, 所 以 aa 一 a2 = a2 一 al, 故 数列 {ay} 为 等 差 
数列 . 

说 明 : 在 只 有 5S;,,、S%+1 的 递 推 关系 式 中 ， 
者 将 n% 兰 换 为 其 他 值 瑚 算 一 次 , 然后 将 两 式 相 
减 , 则 可 以 转化 为 {an} 中 相 邻 项 之 间 的 关系 
趟 , 然后 再 次 应 用 这 种 方法 , 则 将 原 有 递 推 式 
中 常数 项 消去 , 将 递 推 式 转化 为 项 与 项 之 间 的 
递 推 关系 式 . 

3.3 在 含有 数列 {an} 中 的 不 相 邻 项 或 多 项 
的 数列 中 的 应 用 

例 3 设 数列 {an}、{bw}、{en} 满 足 : 
bn = ar 一 ant2, Cn = an 十 20nt1 + 3an+2? 
(n=1，2，3,…), 证 明 {an} 为 等 着 数列 的 充 
分 必要 条 件 是 {c%} 为 等 差 数 列 且 b, < bnri 
(n=1, 2, 3,..:). 

分 析 : 由 数列 {an} 为 等 差 数 列 , 很 容易 知 
道 {656%} 为 常数 列 , 则 如 +41 = brn， cn+1 一 cn 为 
常数 ， 所 以 {cn} 为 等 差 数列 .反之 可 猜 
想 {crn} 为 等 差 数 列 时 ， {bw} 为 常数 列 ， 进 一 
步 用 an 表示 an+?, 则 cn 的 表达 式 可 以 转化 为 
只 售 有 Qn、an+1 之 间 的 关系 式 . 

证 明 : 必要 性 是 显然 的 ， 


下 面 证 明 充 分 性 . 

设 数 列 {cn} 的 公差 为 di, 因为 

Cn 二 an 十 24n+1 十 3an+2， (1) 
伍 (1) 式 中 把 nn 锥 换 为 nr 十 2, 算 一 次 有 

cr+2 = Cn-H2 十 2an+3 十 3an+4. (2) 
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(1) ~- (2) 得 cm 一 cn+2 = (an 一 an+2) 十 
2(an+1l 一 an+3) 十 3(an+2 一 Qn+4), 所 以 

一 201 = bn t+20n+1+30n+2(n 之 1)， (3) 
在 (3) 式 中 把 交替 换 为 ?2 十 1, 再 算 一 次 有 


—2d1 = bn+1 十 20n+2 十 3bn+3. (4) 
将 (4)—(3) 得 (bn+1— nj) 十 2(bn+2 一 pn+1) 十 
3(bn+3 一 bn+2) = 0, (5) 


因为 b+1 一 b% > 0 和 恒 成 立 , 所 以 由 (5) 式 得 
bn+1 二 bn(n 之 1), 不 妨 设 如 = c(c 为 常数 ), 所 
以 an+2 = an 一 c, 则 


cn 一 4an 十 2an+1l 一 3c. (6) 
在 (6) 式 中 把 nn 再 次 替换 为 n 填 1, 再 算 一 
次 有 cn+l = 4an+l1 十 20n+2 — 30, (7) 


(7) 一 (6) 得 di = 2(@np2 一 an) 十 2(a +l 一 
Qn), 所 以 an+l 一 Qn 一 2d + c(n 之 1), 


而 3d1 上 c 为 常数 , 所 以 {an} 为 等 差 数列 

推广 (1) 设 数 列 {an}、 {bn}、{cn} 满足: 
bn = an 一 Qn+k( 清 数 上 € N’), cn = an 十 
antl 十 … 十 Rantk-i+ (k+l)anrr(n=1, 2, 
3……)， 则 {Qn} 为 等 差 数 列 的 充分 必要 条 件 
是 {cn} 为 等 差 数列 , 且 b, < 如 + (nn = 1, 2, 
3,.….). 

(2) 设 数 列 {aw}、{6bw}、{en} 满足 : b= 
Qn 一 Qn+k( 津 数 有 € N*), cn 一 doan 十 dlan+i 十 
十 dk—1Qn+k—1 + can 二 (n=1, 2, 3,- “" ), 其 
中 do，d1，d2，ds,… ,dx 是 给 定 的 备 项 同 号 的 
单调 数列 , 则 {a} 为 等 差 数 列 的 充分 必要 条 
件 是 {c%} 为 等 差 数列 , 且 b < bin = 1, 2, 
3,.….). 

说 明 : 在 含有 数列 {aon} 中 多 个 项 的 新 数 
列 通 项 中 , 为 了 找到 新 数列 是 否 为 等 差 数列 ， 
和 需要 将 交替 换 为 mn 十 1,n 二 2.…… 中 一 值 , 再 算 
一 次 . 本 题 由 于 bn = an 一 on+2, 所 以 将 见 替 换 
为 nn 十 2, 则 可 找到 规律 , 若 将 nw 替换 为 nn 十 1 则 
较 难 发 现 规律 . 

4. 几 点 思考 

(1) 解决 这 类 问题 的 关键 是 把 已 知 条 件 
中 的 变量 nw 替换 为 .… ,nn 一 2,n 一 1n+i+1, 
n 十 2,.… 等 等 , 再 算 一 次 .在 研究 问题 时 到 底 
把 对 蔡 换 为 哪个 值 便于 求解 , 需要 我 们 在 解 题 
中 观察 思考 , 当然 这 说 起 来 容易 , 做 起 来 不 容 
易 , 这 需要 我 们 多 积累 、 多 总 结 , 更 需要 灵机 
一 动 的 各 党 . 

(下 特 封底 ) 
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人 沉 刊 于 2008 年 第 7 期 刊登 了 《利用 TI 图 
形 计算 器 研究 一 类 函数 的 最 值 》 一 文 叫 , 笔者 
读 后 深 受 启发 . 也 用 TI 图 形 计算 器 做 了 同样 的 
实践 , 不 仅 取得 了 和 良好 的 效果 , 激发 了 学 生 的 
探索 热情 , 还 得 出 了 另外 一 些 吞 妙 的 解法 . 本 
文 就 这 类 函数 的 最 值 问 题 , 给 出 研究 的 结果 . 


问题 : 求 形 如 函数 Flz) = Vz2 十 妇 2 十 mn 
(0 < |m| < 1,5 > 0) 的 最 值 . 

一 、 基 本 不 等 式 法 

原 函数 可 化 成 f(z) = -二 到 (V25 十 现 二 


z) + 全 (VZ7 二 本 一 z) 的 形式 , 运用 基本 不 
等 式 求 f(z) 的 最 小 值 及 此 时 :的 取 值 . 因为 
dh CT 


>24/ Er 十 oz) 一 (Vz5 十 更 一 2) 











= bVI 二 m2, 当 且 仅 当 tn grrp 2 + 2) 
=. > (Vet 一 ZX), 好 x% = 一 om 时 ， 


Vi—m2 

等 号 成 立 所 以 f(x)min 一 bV1 — m2. 

函数 关系 式 的 变形 , 反映 了 学 生 对 基本 不 
等 式 的 理解 ; 变形 的 目的 是 使 两 式 之 积 为 定 值 ， 
问题 的 解决 反映 了 学 生 对 基本 不 等 式 本 质 的 理 

二 、 三 角 代 换 法 

设 x = btang(-90。 < 9 < 90°), 则 yy = 
b(1 +msinO) 又 


三 t( 一 1L<t< 1 见 
cos0 ( ), 则 


0 

t ~ 

设 an 

_ b+ +2mt) 

1—it2 
mti+l = 


2b(mt+1) 
= 


s(0 < s < 2), 则 
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2 
8 十 一 2 
2brm? 
-一 _ 2 > 3 _ 
oo 二 bV1 一 m2*， 当 且 仪 当 s = 
V1 一 m2 时 等 号 成 立 . 


三 次 换 元 , 思路 自然 , 简洁 流畅 . 
三 、 构 造 双 曲线 法 


2 一 12 
信人 全 二 ”化 简 得 z2 一 2 - 
mz 一 21/ m 
b* (x’ > 0). 


此 时 , 畏 数 了 = Vz2 十 大 十 rnz < y= 
一 2 十 4. 

问 题 转化 为 : 在 坐标 系 ZOW/ 中 ， 当 握 

12 
(zx',y) 在 双 曲 线 x?2 一 3 = 好 (zx > 0) 上 运动 
时 , 求 直线 yj/ = 一 x' 十 y 裤 距 y 的 最 值 . 
12 

z2 一 5 一刀 (z/ > 0) 为 焦点 在 尽 轴 上 双 
曲线 的 右 支 , 渐 近 线 的 斜率 为 士 m. 如 图 1, 因 
为 0 < |m| < 1, 所 以 , 当 直 线 与 双 曲 线 右 支 相 
切 时 , yy 取 最 小 值 . 

y 





图 1 
12 
x2 = bb, , jo 
由 m2 得 (m2 一 1)x% 十 2yx' 一 
y 一 一世 十 7， 


4 
一 027p2 = 0, 令 和 人 =0== 21? 二 b2(1 _ m2). 
因此 ymin = bv1i — m2, 庚 点 伦 标 为 
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V1—m? 





) , 此 时 ， 由 xy = mz 得 





利用 构造 思想 将 函数 的 最 值 问 题 转化 为 
直线 与 双 曲 线 的 位 置 关 系 问 题 , 使 问题 直观 ， 
易于 解决 ， 

站、 构造 向 量 法 


设 避 = (y (1 +m)(Vx? + b+ 2), 


(1 _m)(VE i 5 
?=( (1 — m)(Vi2 + — 2), 
3(1 + m)(VET TF + 2)), 则 f(x) = 


(zl: ol. 
因为 | 如 | 也 | > 了 =bVlL 一 mm2 所 
以 F(z)min = bV1—m 5 ?aR 时 等 


号 成 立 , 此 时 xz = -Fs 

此 法 的 关键 在 于 构造 的 两 个 向 量 , 既 要 注 
足 F(z) = | 五 | .7 又 要 满足 一 : 们 自然 地 消 
去 7z, 方法 之 巧妙 , 令 人 赞叹 . 

五 、 构 造 复 数 法 


设 z = VQ +m)(Vi T+ yo)+ 
(1 一 mr)(Vz2z 十 好 一 2)， 
(1 一 mp)(Vz2 + 6b2 - z) 十 
iV (LT 和)(Vz2 十 开赴 2)， 由 |z| + |z| > 


lz 十 2z2| 得 Vz2 十 妇 十 nl > bV1 一 m2， 即 
jz)min 一 DV1 一 ?202， 当 且 仅 当 六 一 大 z2 时 


构造 的 两 个 复数 , 巧妙 地 使 |zi|、|z2| 和 
[2 十 加 | 均 出 现 了 Vx? 十 可 十 mz, 并 且 没 有 其 
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他 含 z 的 项 , 使 问题 得 以 解决 . 
六 、 构 造 数组 法 
记 z1 = (1 +m)(Vei + b+ 2), TX2 一 


(1 一 m)(V22 十 如 一 z) 是 一 个 数组 ,由 公式 


2 2 
于 了 2 > (全 二季) 易 得 V 更 下 更 +mz > 


DVI 一 mm2， BB f(T)min 一 bV1— m2. 
这 个 公式 借助 于 一 组 数 的 平方 的 平均 数 
与 平均 数 的 平方 之 间 的 关系 , 巧妙 的 构造 使 一 
组 数 和 的 平方 与 F(z) 建立 了 联系 , 彰显 了 数学 
的 奇异 美 . 
方法 四 、 五 、 六 显然 是 受 方 法 一 的 启发 ， 
在 构造 思想 的 指导 下 , 设计 不 同 的 数学 模型 完 
成 解答 , 每 一 种 构造 都 神 吞 、 美 钞 , 这 说 明 学 
生 充 分 理 消 了 问题 的 本 质 及 知识 之 间 的 内 部 联 
系 . 教学 中 , 我 们 常 说 : 要 建构 知识 网 络 , 形成 
知识 的 联系 . 这 个 问题 的 解决 是 更 深层 次 的 知 
识 网 络 建构 . 
车 问题 变 成 f(z) = Vx? 一 下 十 mz(m 尖 
0,b > 0) 的 形式 , 应 用 上 述 方法 同样 可 以 解决 
问题 , 结论 如 下 : 
(1) 当 mm > 1 时 , f(z) 在 (--o00, 一 上 上 有 最 
大 值 ， 到 f(T )max 一 一 5Vyrn2 一 1， 此 时 x = 
bm 
Vm2—1 
(2) 当 m < 一 1 时 , y = f(x) 在 [b,co). 上 有 
最 大 值 ， Bl f(x)max = —bVm?2—1, 此 时 x = 
mm 





Cm 





Vmi—1l 
(3) 当 -1 & m < OH, f(z)min = f(b) = 
bm, 
(4 自 当 0 < m < 1 时 , f(x)min = f(-b) = 
—bm. 
参考 文献 
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一 类 无 理 式 函数 值 域 问题 
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的 统一 解法 


200023 上海 市 户 洲 高 级 中 学 ” 陈 立 强 


求 函 数值 域 是 高 中 数学 教学 的 重点 和 难 
点 , 文 [1 探讨 了 一 类 无 理 式 函数 最 大 值 的 解 
法 , 经 过 研究 , 笔者 给 出 这 类 非 单 调 无 理 式 函 
数值 域 的 一 种 统一 解法 , 即 通过 换 元 转化 为 研 
究 直 线 与 圆锥 曲线 ( 段 ) 的 关系 . 

一 、 形 如 f(z) 二 Vaz 十 6 十 V-cz 十 4 (其 
中 a、c> 0) 

例 1 求 施 数 y = V2z7 十 1+ V3 一 2z 的 
值 域 . 

解 : 令 久 二 V2z 十 1,v = V3 一 27, 则 ww 十 
v2 =4(u>0,v20),Yy=u+r. 

因此 ， 所 求 函 数 的 值 域 转化 为 在 平面 
直角 坐标 系 wOv 中 ， 当 直线 yy = 以 二 v 与 加 
弧 志 十 如 二 4(wu 之 0,v 之 0) 有 公共 点 时 yy 的 
取 值 范围 . 

1: v 二 一 wu 十 yy 表示 斜 率 为 -1 且 在 v 轴 上 
的 截 距 为 y 的 直线 系 . 

当 /与 圆 弧 相 切 时 (如 图 1)， 





图 1 
圆心 到 直线 1: % 十 vv 一 y = 0 的 距离 d = 


I0+0-Yy_， 
Vi+i ’ 

解 得 y = 土 2V2 ( 负 值 舍 去 )， 

故 ymax 一 2V2. 

当 y < 2 时 , 直线 v = -人 十 与 圆 弧 没 有 
交点 ， 故 ymin 一 2. 

所 以 所 求 函数 的 值 域 为 [2,2V2]. 

例 2 求 函数 y = 二 V27 十 1 十 惟一 x 的 值 
域 . 


2 
解 : 令 尺 = 2 十 1 一 V1 一 7， 则 村 十 
222 


=1 (W420,v20),y=utv. 

因此 , 所 求 函 数 的 值 域 转化 为 在 平面 直 
角 坐 标 系 wOv 中 ， a 二 久 十 v 与 椭圆 
段 所 + 2 _ 1(w > 0 。> 0) 有 公共 点 
时 yy 的 取 和 值 范围 . 

1: v 二 -4 十 表示 斜率 为 -1 且 在 v 轴 上 
的 截 距 为 y 的 直线 系 . 

当 ! 与 椭圆 段 相 切 时 (如 图 2)， 





4 三 一色 十 2 
sa 2v02 得 
十 一 
3 一 4 二 (2 ~ 3) =0, 
A=(-4y)?—4x3x(2y2 一 3) = 0, 解 
得 y= +32 ( 值 全 去 ) 
tone = 3 
当 y < 尝 时 , 直线 w = -十 g 与 本 贺 自 


没有 交点 ， 故 zymin 一 


所 以 所 求 西数 的 信 域 为 | 闻 ， 3 

二 、 形 如 (cz)=Vaz 二 5- Vcz 十 d (其 
中 a、c> 0) 

例 3 求 函 数 y = V2x 十 1 一 Vz 二 1 的 值 
域 . 
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2 
解 : 令 v= Vr 下 1,v 二 Vz 一 1, 则 二 一 所 以 所 求 函数 的 值 域 为 |， -+oo 
入 -ie>oo>oy=u-v 例 4 求 函 数 y = V2x 一 1 vVZ+1IL 的 值 
因此 , 所 求 函数 的 值 域 转化 为 在 平面 直 
入 针 拓 和 v9 中 ,当下 二 一。 与 了 ob 
段 字 一 22 二 1(w > 0) 有 公共 点 本 一 可 =1(w>0uo>0))9= 忆 一 
时 y 的 取 值 范围 因此 , 所 求 函数 的 值 域 转化 为 在 平面 直 
lv =v 一 9 表示 斜率 为 1 且 在 v 轴 上 的 截 角 坐 标 系 %0u 中 , 当 直 绕 y 一 “一 "与 双 曲 线 
距 为 一 y 的 直线 系 . 外 2 所 =1(w>0 v > 0) 有 公共 点 时 y 的 
当 ;与 双 曲 线段 相 切 时 ， 取 值 范围 
由 “TY 得 1: v 二 wu 一 y 表 示 斜 率 为 1 且 在 vo 轴 上 的 鹤 
2 距 为 -y 的 直线 系 . 
2 dyu + Cay? + 3) =0, 要 使 1 与 双 曲 线段 2 一 人 =1(w>0, 


3 
A =(-4%) 一 4x (2 十 3) = 二 0, 解 ”wv 之 0) 有 交点 (如 图 44)， 


得 ?= + ( 负 值 舍 去 )， 
202 


v2 
要 使 ! 与 双 曲 线段 -本 = 1(w > 
v 之 0) 有 交点 (如 图 3)， 





则 -y < 次 ， 解 得 y > 一， 所 以 所 来 本 
下 的 代为 6, ia) 
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解决 一 
523005 
1. 问题 源 起 
问题 1 设 a > 0 wd < 0， 县 ac > bd, 求 
路 数 Flz) = Vazr+b +VeTta(-2< 7X 
5) 的 值 域 


这 类 由 根 式 和 构成 的 无 理 函 数 , 其 值 域 问 
题 对 学 生来 说 是 一 个 难题 , 解决 此 问题 的 通 法 
是 利用 导数 研究 函数 的 性 质 , 揭示 其 函数 值 变 
化 的 规律 后 获得 所 求 值 域 . 但 由 于 根 式 的 存在 ， 
使 这 种 方法 的 运算 营 很 大 , 学 生 要 完成 解答 难 
度 较 大 . 利用 圆锥 曲线 可 直观 解释 , 但 过 程 太 
长 , 学 生 难 以 掌握 , 更 不 易 表述 清楚 . 怎样 使 问 
题 的 解决 过 程 符合 学 生 的 认 知 特点 , 思路 自然 ， 
直观 明了 , 运算 量 适 宜 , 能 揭示 问题 的 本 质 , 则 
是 我 们 进一步 探究 的 方向 . 

2. 用 平面 向 量 探究 求解 

分 析 : 注意 到 琐 数 的 表达 式 为 两 个 根 式 
的 和 这 一 特征 , 联想 向 量 数量 积 的 坐标 表示 式 ， 
二 者 都 为 两 个 算式 的 和 这 一 共同 点 , 构造 向 量 
来 探究 求解 . 

解 : 因为 f(z) = Vars+b+ Vet+dz = 


Vayz+2 + Va /Sa 所 以 在 平面 


直角 坐标 系 zOg 中 ， 设 点 M(Va,V-d)、 


N(/z+2,/-$ 2) 则 O 及 = (Va, vV-—d), 
ON = (Vz+2,/-$—z) ); 故 f(z) = OM 
ON 


从 几何 上 看 ,由 于 |O2| = Va 
二 一 bob 5c oe 


CR = VE 一 1/ ， 因 此 定 
一 象限 ， 动 点 N 在 区 原点 为 圆心 


站 各 -5 区 -2 的 圆 在 第 一 象限 的 贺 





类 无 理 函 数值 域 的 向 量 方法 


广东 省 东莞 市 东莞 中 学 赵 银 仓 


弧 A4B 上 ( 含 端点 ). 

_ 当 风量 ON 与 向 量 OM 同 向 时 ， 向 
量 OV 在 其 上 的 投影 取得 最 大 值 ， 因 而 
它们 的 数量 积 取 得 最 大 值 ， 故 f(x)max = 

Ye 


当 动 度 N 运 动 到 两 个 坐标 轴 的 应 半 轴 
时 , 向 量 ON 在 向 量 O 衣 上 的 投影 有 二 个 取 
得 最 小 值 ， 因而 它们 的 数量 积 最 小 值 就 是 加 
弧 AB AB 的 两 个 端点 所 对 应 有 出 个 风量 分 六 与 问 
量 O 太 的 数量 积 中 的 最 小 者 . 

(1) 若 a = 一 d, 如 图 1， 当 动 点 点 3 点 及 


或 如 重合 时 ， i A( /oe 0), Bl, /a 


zjmin 4 


= ON .04 = (Vava) (Vs,0) = 


VD 十 cc 





图 1 
(2) 车 a < 一 d, 如 图 2, 当 动 点 NN 与 点 4 重 





一 ,0)， f(T)min = OM . 


54- (va v7a)-( 0,0) - pc 


d d 
(3) 车 a > - 沪 如 图 3, 当 动 点 入 与 点 B 重 


合 时 , 此 时 B(0， 2e), f(z)min = OM. 


OB = (Va VD. (0, YE-E) = Ve- Ye. 
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图 3 


评析 : ”类 比 平面 向 量 , 应 用 向 量 数 量 积 的 
几何 意义 , 从 直观 上 分 析 、 揭 开 问 题 的 本 质 ， 
将 代数 与 几何 融 为 一 体 , 思路 直接 、 自 然 , 运 
算 量 大 为 降低 . 

3. 用 向 量 法 求解 推广 问题 

问题 2 设 w > 0, c > 0, 4 < 0, 求 函数 
Flz) = az 十 Vc 十 dr? 的 值 域 . 

解 : 在 直角 平面 坐标 系 zOy 中 ， 设 点 


M (a, V—d)、 N(z ,4/ -$22); 则 OM = 
(a, V-—), ON = (2,/—3— 2?), 故 f(z) = 


OM .ON. 
从 几何 上 看 ， 由 于 |5 双 | = Va-d, 


一 了 因此 点 M 为 第 一 象限 定点 ， 
动 点 NN 在 以 原点 为 圆心 , 半径 > = -了 的 加 


在 z 轴 上 方 的 半圆 弧 AB 上 ( 含 端点 ) 如 图 4. 
当 向 量 ON 与 向 量 O 训 同 向 时 , 向 贡 ON 

在 其 上 的 投影 取得 最 大 值 ,因而 它们 的 数量 

积 取得 最 大 值 ， ee = 2 . 5 - 


oN| = 


款 学 教学 
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_ 当 动 点 NN 与 点 B 重 合 时 , 向 量 ON 在 向 
量 GM 上 的 投影 取得 最 小 值 , 因而 它们 的 
数量 积 就 取得 最 小 值 . 因为 点 有 (一 [5,0), 


故 f(z)min = (aV-a) (-/-$0) - 


C 

一 Q -7 

评析 : ”恰当 地 构造 向 量 , 将 问题 转化 为 半 
阅 上 动 点 在 过 原 后 的 射线 上 的 投影 问题 , 仪 用 
平面 几何 知识 就 能 得 出 结论 , 过 程 十 分 简洁 ， 
无 需 记 有 关 结 论 , 减轻 了 记忆 的 负担 , 同时 也 
避免 了 因 记 忆 和 失误 而 出 错 . 

4. 结束 语 

波 利 亚 认为 “用 和 学 生 知 识 相 称 的 题目 来 
激 起 他 们 的 好 奇 心 , 并 用 一 引起 激励 性 的 问题 
去 帮助 他 们 解答 题目 , 那么 就 能 培养 学 生 独 立 
思考 的 兴趣 和 习惯 , 并 教 给 他 们 某 些 方法 . ”前 
面 的 问题 尽管 学 生 感 到 有 点 困难 , 但 解决 问题 
所 用 的 知识 点 都 为 学 生 已 学 过 , 问题 对 他 们 来 
说 是 相称 的 . 在 问题 的 解决 中 , 向 量 方法 的 引 
入 , 极 大 地 激励 和 调动 了 学 生 探 究 的 积极 性 ， 
将 问题 转化 为 平面 几何 中 学 生 熟 知 的 圆 和 射 
线 , 则 更 是 振 奇 了 学 生 , 学 生 自 然 对 问题 产生 
了 浓厚 的 兴趣 , 对 解决 问题 的 方法 铭记 在 心 ， 
更 能 洞察 问题 的 特点 , 通过 类 比 、 联 想 , 寻找 
解决 问题 的 方案 , 优化 解决 的 途径 . 
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当心 “站 ”文化 的 侵蚀 


张 划 宙 ” 赵 小 平 


描 A 站 的 《于 媒 仿 》 热 捅 , 证 人 公 
的 大 入 丰 有关 ”的 一 而 如 坪 爱 ; 也 有 “三 ?的 
作 Wl 11 私 " 敏 育 的 作用 在 于 抑 恶 场 党 可 

旨 兴 说 * 为 大 峙 此 不 是 不 慈 , 是 于 知 过 而 不 知 
教 了 出 1 这 十 指 家 尾 教 育 , 父 峡 不 可 测 发 护 [. 
学 校 教育 出 是 如 此 ， 教师 要 热爱 、 时 下 学生 ， 
以 学 生 的 发 展 为 本 白 然 是 对 的 但是, 也 个 能 
所 讲 * 站 证 >、， 志 不 问 “ 站 证? 的 方 辐 . 学 年 有 能 


讶 表扬 . 昕 不 得 批评 ; 体 痛 铂 炼 、 六 动 实践 等 


带 古 软 绢 绢 的 动作 , 年 但 学 年 受 伤 ; 学 生计 蛮 
的 莞 选 . 三 二 相间 是 网 ,着 试 成 绩 排 名 引发 诸 
多 也 盾 ,其 们 发生 亚 剧 ， 曾 有 报道 说 , 在 教室 


后 和 的 如 板 上 同 出 了 “入 本 半 优 秀 作文 , 消 逢 
作文 的 作者 在 上 上 揣 写 了 “让 烛 些 不 服气 的 人 看 
本 ”， 这 峙 近似 上 了 《上台 肆 仗 》 里 的 显 斗 ,成 人 
人 的 个 以 风 亿 了 . 
海 , 是 昌 “ 教 ? 的 . 大 的 欲望 可 以 俱 人 合 进 ， 
也 可 以 四 泥 流 ， 以 为 自主 发 形 束 是 放任 门 流 ， 


少 说 少 管 , 这 是 错误 的 , 是 放 刘 殉 作 1! 外 和 人 
三 这 样 的 体会 ， eR 人 7， 
可 是 成 人 之 后 的 校友 会 上 ,这些 老师 往往 受 刘 
更 多 的 部 向 . 

站 二 害 要 可 导 ,， 寡 时 批评 ， 调 要 抑 扩 扬 
3 


Pf A FW SW A SA A A Se Sa WS Se Sf Sd Sd SF Sa Fe Sa A a a Sd NA Wd RA SAN dA A NA A A A A SAA SA A Se A A Sd A Sd 


(上 接 第 10 33 页 ) 

(2) 一 种 疗法 、- 一 种 思想 ， 它 并 个 二 前 个 
可 繁 的 : 不 仪 存在 书本 中 老师 的 嘴 蛙 ， 殉 火 
广 它 在 在 开 我 们 的 意识 中 “于 算 一 深 ” 法 休 
现在 递 扒 数列 中 忠 是 将 递 推 关 系 式 中 于 村 换 
为 :7 一 2 一 1 有 十 1 十 2 1 一代， 
将 周全 关系 式 相 如 相 减 等 , 这 种 方法 是 我 们 探 
各 数列 问题 的 重要 的 思 扔 方法 , 也 起 我 们 村 发 
讽 、 由 创造 的 思维 方式 . 
(3) 在 我 们 研究 试题 时 , 不 要 只 见 树木 , 不 
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见 森 条, 要 在 研究 中 个 断 捉 象 、 概 括 、 总 结 方 


法 , 加 时 要 对 试题 进行 让 思考 , 及 基 做 到 
多 和 解 ; 一 题 多 败 ， 法 多 用 . 
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2011 莫斯科 大 学 罗 


050035 


莫斯科 大 学 每 年 为 中 学 生 举 办 一 次 名 为 
罗 蒙 诺 索 夫 (AOMOHOCOSB) 的 数学 竞赛 外， 
竞赛 分 两 个 阶段 : 预赛 和 决赛 . 本文 根据 我 国 
《数学 竞赛 大 纲 》, 搞 译 于 2010 年 11 月 举行 
预赛 、2011 年 1 月 进行 决赛 的 试题 及 其 解答 ， 
供 数 学 教育 工作 者 参阅 . 


预赛 试 赛 
1. 解 不 等 式 
Vri—1< Vr —1—4r— zi. 
2. 在 区 间 (一 27, 2r] 上 , 求 方程 
| sin 2z — cos x| = ||sin 2z| — | cos z|| 
的 所 有 解 . 


3. 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 ,将 锐角 的 角 平 
分 线 分 成 5:2 (由 顶点 起 ), 求 这 个 角 . 


4. 方程 
1 1 2 


(zr z2 
有 多 少 个 解 ? 

5. 已 知 zo 是 方程 zl 十 zx? 十 x? = 1 的 根 ， 
问 : zo 进行 几 次 知 运 算 结果 等 于 数 z 和 ++ x8 一 
1? 

6， 已 知 球 与 三 棱锥 3 - ABC 的 所 有 棱 
都 相 切 , 与 侧 棱 3S4、5 已 和 5C 的 切 点 分 别 记 
为 点 4、B' 和 C'. 车 AB = BC = SB = 5, 
4C = 4. 求 棱锥 5 - A'B'C' 的 体积 

决赛 试题 
7. 在 平面 直角 坐标 系 中 , 求 不 等 式 组 
VvVI 一 2 二 27 之 0， 
-1—x <y<2+Ve 
的 图 像 所 围 成 图 形 的 面积 . 


8. 将 一 个 球 切 ( 削 ) 成 一 个 正四 棱锥 , 若 这 
个 四 棱锥 的 底面 边 长 为 14; 垂 幅 (“ 垂 幅 ? 即 校 
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冥 诺 索 夫 奥林匹克 


河北 省 石家庄 学 院 数 学 系 ” 王 玉 怀 


锥 侧面 底 边 上 的 高 -一 译 者 注 ) 等 于 12, 求 : 这 
个 球 的 半径 最 小 是 多 少 ? 

9. 解 不 等 式 

jog5(5z? 十 27) .log5 (5+ = > logs 5z2. 

10. 两 阅 相 互 内 切 于 点 万 较 大 的 圆 
的 弦 4 与 小 圆 相 切 于 点 工 ， 并 且 AL : = 10. 
若 4K :BK =2:5, 求 BL. 

11. 若 方 程 x 十 2x4 十 az? 十 bz = 二 c 的 实 
根 集 合 恰好 由 一 1 和 1 组 成 , 求 a,b,c 的 值 . 

12. 已 知 函数 y = f(), 方程 f(sinz) = 
0 在 区 间 | 这， 到 上 根 的 和 等 于 ar 方 


程 flcosz) = 0 在 区 间 | | 上 和 根 的 和 等 


于 23r， 求 方程 ffcosz) = 0 在 区 间 [3 上 
根 的 和 . 


解答 
1. 解 : 
VZ2 一 入 V522 一 1 一 和 一 03 全 全 


40 芭 22 一 1 委 5z22 一 1 一 4z 一 2 
人 (一 ceo, 一 1]] U {1, +00), 


zZ(z 一 2)2 和 0 
< XE€{—00,—1]U {2}. 
2. 解 : 
|sin 2z — cosz| = ||sin 2z| — | cos zl| = 
> (sin2x — cosz): = (|sin2z| 一 
| cos x|)? 


< 一 sin 22 cos x = | sin 22| . | cos 2| 
<—> sin 20 cosZz > 0 < 一 sinzcos2z>0 
<—> Cos 二 0 或 sinxw > 0. 
由 条 件 z E (-2x， 2rl， 即 得 答案 : 
3T 
(—27, 一 XU [0， mu{ -3 ,本 27 . 
3. 解 : 设 AD = 5z， DE = 2z (如 图 1 那 


人 么 cos 并 4 万 = A5 = < 一 cos ZLAC = 


2012 年 第 10 期 
4C AC AH 5 
A = Fe . 于 是 , cos ZCAH = A 一 了， 所 


以 4= arc cos 了 





aH 
图 1 
4 解 : 研究 函数 flz) = T5172 + 
人 二 2)5 和 vy(z) 一 与 (如 图 2). 


当 z <0 时 ， 显然 有 不等式 4 一 2 < 2 一 1 < 
x < 0, :了 征 伟 一 35 -az < 1 
此 f(x) < g(z). 即 当 x < 0 时 ,方程 无 解 . 





1 
图 2 
在 区 间 (0, 1) 上 , 因为 f(x) = 
_2 


一 之 
G1 
它 ) 递 增 到 +oo， 而 9%(z) = = < 0, 所 以 函 


数 g(z) 由 十 co 递减 到 2 (不 包含 它 它 ), 因此 , 在 这 
个 区 间 上 方程 恰 有 一 解 . 


在 区 间 (1，2) 上 ,因为 f(z) 的 图 像 关 于 


直线 = = 了 对 称 , 因此 f(z) > 


/() -s 


而 g(z) < 9g(1) = 2, 因此 , 在 这 个 区 间 上 方 - 


程 无 解 . 
当 z > 2 时 ,有 个 等 式 0 < z 一 2< < 一 1T< 
I. 于 是 于 二 13 —1)2 > zx2° (zx 一 2)2 > 六 2， 所 


以 flz) > 9g(z)， 即 当 z > 2 时 , 方程 无 解 . 因 
此 , 该 方程 恰 有 1 个 解 . 

5. 解 : 因为 1 = 0 + 26 + 0, 所 以 

vwE +23 
Zé(1— x — 728) = rzé(rd +r +t+rd— 726 — 728) 一 
zds. 
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6， 解 : 因为 球 与 所 有 的 楼 相 切 ,所 以 
可 计算 得 BC+AS = 4B+5SC = 4C 十 
SB = 9( 如 图 3), 于 是 A4SC 是 等 边 三 角形 . 
那么 A4'SC' 也 是 等 边 三 角形 , 因此 54' = 
SC' = AC' = 2， 棱锥 SS 一 4BC 的 体积 就 
等 于 以 A45SC 为 底 的 正 棱锥 已 一 ASC 的 体 
积 , 即 Ve_apc = Ve-_Aasc = SV 





HVs-AaBo 2 2 2 _ 
因为 Ve_aBC 4 5 4 | 
SA'.SB'.SO 
SA.SB.SCO :于 是 


VYS-4B'Cv = 107S-4BC 一 工 V85 

7. 解 : 由 题 意 知 函 数 定 义 域 为 [0,1].， 当 
ZE [0,1 时 ,函数 y = Vz2 与 y = vVZ 互 为 
反 函 数 , 它们 的 图 像 合 起 来 , 其 面积 由 条 件 
ZE [0,1], 一 1] 一 2 yy 2+ Vz 确定 ， 如 
图 4, 而 其 中 有 相同 的 部 分 组 成 , 因此 , 由 条 件 
Ze [0,1], y € [2,2] 组 成 的 长 方形 的 面积 等 
于 所 求 的 图 形 的 面积 , 即 它 等 于 4. 





8. 解 : 球 的 直径 不 能 小 于 包含 在 它 里 面 的 
棱锥 底面 的 对 角 线 , 也 就 是 不 小 于 边 长 为 14 的 
正方 形 的 对 角 线 14V2. 因此 , 所 求 的 球 的 半径 
不 小 于 7V2. 另 一 方面 , 以 棱锥 底面 对 角 线 的 
交点 为 中 心 , 7V2 为 半径 的 球 包含 棱锥 的 顶点 ， 
因为 棱锥 的 高 等 于 有 = Vi44 二 49 = v95 < 
7V2. 


10-—42 
9. 解 : 
logs (5 十 ~) logs (57?2 十 2z) > logs 572 
2 
<—> logs (5 十 = ) ,logs(5z2 十 20) > 1 工 十 
logs 2 
2 
< 一 logs (5 十 二 ) .logs(5z2 + 2z) > 1+ 


) 
logs (572° 十 2z) 一 logs5 (5 + 5) 


< | iogs (5 十 ~) 1| [logs(5z2 十 27) 十 
1] > 0 


<—> [iogs (5 十 ~-) — logs 5| | logs(5z2?+ 











27) 一 logs = > 0 
(s+=—5) (522+22—t)>0, 
一 一 5+ 二 > 0 
5z2 十 22 > 0 
一 1 十 V2 一 1 一 V2 
。 (2- 5 外 5 ) 、， 
z € (一 co,-5) U (0,+00) 
0) (E+), 
ze (~ 00,—5) U (0,+o0) 
I J 2 —1+ V2 
re (ss) (+t) 


10. 解 : 作 弦 PQ 及 公 切 线 MN (如 图 5)， 
那么 ZPQK = LPKM = LA4BK, 所 以 
PQ/AB, PL = OL. 因此 LPKL = LQKL, 
昌 KL 是 <AKB 的 角 平 分 线 , 由 角 平 分 线 的 性 


AL _2 5 
夺 , 有 = BK =5 和 BL=10 5 二 25. 


11. 解 : 一 1 和 1 是 方程 x5 十 2z4 十 az2 十 
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5 一 c=0 的 根 , 当 且 仅 当 参 数 c、b、c 满 
足 f 32 一 人 了 

l+a~b—c=0 C 一 和 十 2. 

所 以 z2 十 224 二 az2 十 bz 一 c 一 (22 一 1)(z3 十 
2z2 十 z 十 2 十 o), 方程 x3 二 222 十 Zz 十 2+a = 二 0 军 
少 有 一 个 根 , 依 题 意 , 它 应 等 于 1 或 一 1. 

1) 车 x = 1 是 根 那么 a = -6， 于 
是 23 十 2z2 十 2 十 2 二 a 一 23 十 2z2 十 2 一 4 一 
(zZ 一 1)(z2 十 3z + 4). 

方程 z 十 3z 二 4= 0 无 实 根 , 因此 a = 
一 6 满足 条 件 . 

2) 若 x = 一 1 是 根 , 那么 a = 一 2, 于 是 
2 十 222 十 2 十 2 十 wa=23 十 272 十 2 

显然 方程 七 二 2z2 十 xz = 0 还 有 根 x = 0， 
即 不 满足 问题 的 要 求 ， 于 是 , a = -6, 8 = 
—1, c= —4. 

12 解 : 设 方程 f(sinx) = 0 在 区 间 
[27| 上 有 上 个 根 z1，xw2,… ,zh 这 意味 着 
方程 f(t) = 0 在 区 闻 [--1,0] 上 有 k 个 根 4,to， 

. ,tk， 因 为 arcsint; E | - 3:0|， 因此 x; = 
2n+arcsinti, 一 12 ,KK 并 且 337 = zi 十 
Z2 十 … .十 ZK 一 2 二 arcsintl 十 … 十 arcsin 大 . 

类 似 地 ， 方 程 f(cosx) = 0 在 区 间 
| J| 上 上 有 有 个 根 y; = 27 一 arccost;, i 二 1, 
2,... ,( 因 为 arc cost GE [2 )， 因此 

23 开 一 十 …: 十 羽 王 278 一 arccostl 一 
"ArC CoOstr. 

由 上 述 两 个 等 式 , 得 

arcsin tl 十 .… 十 arcsin 大 十 arccostl 十 :十 
arc costr = i107n, 

而 由 恒等式 arcsina 十 arccosa = 本 ， 推 
得 5 一 10r, 所 以 大 一 20. 

最 后 , 在 区 间 |5,z| 上 , 方程 fcosz) = 


0 同样 有 & = 二 20 个 根 : arc cost1):…- ,arc cos 120， 
并 且 它 们 的 和 等 于 arccos 妈 十 .十 arccost2o 三 
2T8 — 237 = 27 :20 ~ 23 = 17x. 

参考 文献 

Dj] AnerceeB BR.B.，IOMaeB M.B.. 
OnuMvrin33 MPDy JIOMOHOCOB »-—2011. 
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一 道 预赛 试题 的 推广 与 变 式 


201801 上 海 市 育才 中 学 歼 新 平 


通常 将 正 整 数 m” 的 各 数位 上 的 数字 之 和 
记 为 S{n), 这 个 看 似 简单 的 数论 消 数 经 常 出 现 
在 国内 外 各 种 数学 竞赛 试题 中 , 本 文 将 对 与 之 
相关 的 一 道 试题 进行 推广 , 并 探究 几 个 变 式 问 
题 . 

问题 (2011 年 江西 省 预赛 试题 ) 用 
S(n) 表 示 正 整数 的 各 数位 上 的 数字 之 和 , 则 
2 Sn)=_ _. 

解 : 先 考 虑 0 到 999, 添加 数码 0 后 全 部 
用 三 位 数 表 示 , 得 到 集合 M = {000, 001,.…， 
999}, 对 每 个 a € {0,1,… ,9}, 集合 MM 中 百 
位 、 十 位 、 个 位 为 a 的 “三 位 数 ” 均 恰 有 100 个， 


999 999 
故 》 353) = 》 S(n) = 3.100.(0 十 1+ 
n=1 n=0 


2011 1999 
… 十 9) = 13500, 从 而 》 S(n) = 2 S(n) 十 
二 1] = 


2011 999 
》 S(n)=1000+2 5 S(n)+72 = 28072. 
nn 二 2000 n=0 


推广 用 S(n) 表 示 正 鸡 数 nw 的 各 数位 上 
的 数字 之 和 , Sn = 5(1) 十 5S(2) 十 … 十 5S(n), 则 
有 


m 个 
1)S5—5(k 一 1,2,. “ ;9,m 和 N”); 
ee 
(2) Sto= mm: 10™-159 (m € N*). 
一 一 


证 : (1) 由 Se = 5S(0) + S(1) + S(2) 十 …. 
+5(9) = 0+1+2+...+9 = 45， S19 = 
10.1+2S9, S29 = 10.(1 十 2) 十 359,,… ,S99 = 
10: (1 十 2 十 3 十 -… 十 9) 二 10S9,…… , S199 == 100. 
1+2S99, S299 一 100.(1 十 2) 十 2999……… ,Sg99 = 
100 . (1 十 2 十 … 十 9) + 10Sg99,:.. ，51699 = 
1000 . 1 十 25999, S2999 = 1000. (1 + 2) + 3.5999, 
… ， 依 次 类 推 ， 由 数学 归纳 法 易 得 Skg-y = 


mm 个 





(1) Org-9 = 10m(1 十 2 十 … 十 大 十 (十 
nr 


10m(1 十 2 十 … 十 有 十 (二 1)35-0 (k = 
-一 


m 个 
1 2; ,9,m EN’); 


(2) 取 k=9, 有 Sg-g 一 10799 十 1095 一 9， 
um 二 一 
{rm 十 1) 个 mi 
两 边 同 除 10m+1， 可 知 数列 {Sg-p/10"} 是 
ny 


公差 为 六 的 等 差 数 列 从 而 易 得 Sr = 
Pp 


个 


m 个 
7 10™m~1iS, (m EE N*), 8] DRS 一 10™ (1 十 
Dd 


2 十 … 十 四) 十 (二 1 10"iS = 
(K+ Dk+9m) | Om 


例 i 用 S(n) 表 示 正 整数 nn 的 各 数位 上 
的 数字 之 和 , 求 3S(1) 二 S(2) 十 .… 十 S(102012 一 1). 

解 : 由 推广 易 知 S(1) + S(2) 十 …: 十 
S(102012~1) = 2012.102011.59 = 90540.102011. 

例 2 2012 比 其 数码 和 大 2007, 若 称 比 自 
身 数码 和 恰好 大 2007 的 自然 数 为 “好 数 ”, 求 所 
有 好 数 之 和 . 

解 : 设 f(n) 为 n 与 nw 的 各 数位 上 的 数字 
之 和 的 差 (nn 为 正 整 数 ), 即 f(n) = n 一 S(n). 
由 fn+1)— fn)=1+5S(n)— S(n+1) Nn, 
若 n 十 1 不 发 生 进 位 , 则 S(n 二 1) = S(n) 十 
1, 故 f(n 十 1) = f(rm); 车 nw 十 1 发 生 进 位 ， 
则 S(n) > Sm +1)， 故 jn 二 1) > f(n)， 
且 9|f(n). 即 Flo) = nn 一 S(n) 是 非 严 格 递增 
的 , 而 f(2009) < f(2010) = f(2011) = … = 
f(2019) = 2007 < f(2020), 故 所 有 好 数 之 和 
为 2010 + 2011 十 … 十 2019 = 20145. 

变 式 ”用 p(n) 表 示 正 整数 nn 的 各 数位 上 
非 零 数字 的 乘积 , 9 = p(1) 十 p(2) 十:… 十 p(n)， 
则 有 

(1) KG 9 一 46” 一 1 (m € NN"); 


中 时 加 
mm 个 
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(2) Sm 一 [了 +1|.46™—1, (ke “+p(k D9) ) 一 (46 一 1). (1 十 1 十 2 十 …: 十 
ng m 个 
{0,1,2,... ,9},m € N*). k) 二 (1 十 2 十 :… 十 k) 二 K(k+ +1| .46™—1. 


证 : (1) 对 所 有 位 数 不 多 于 m 位 的 正 整 数 ， 
车位 数 不 足 mn 位 在 前 面 添加 数字 0 变 成 位 
数 , 所 有 正 整 数 的 各 数位 上 的 数字 乘积 之 和 


为 : (0.0. … :0+0.0. … .1 十 .十 9. 
9. a -8 十 9.9. ne ‘9)—0.:0. a :0 = 
(0+1 十 2 十 … 十 9)” 一 0, 而 p(n) 表示 nn 各 数位 上 


韭 零 数字 的 乘积 , 只 需 上 式 中 将 所 有 0 用 1 和 替 
代 , 可 得 Say= p(1)+p(2)+:…+p(10™"—1) = 


+41424... +90m-1=46m— 1 
(2) Sty = (p() + p(2) + .e+ 
m 个 
p(T) + PID) + (pT) + 
m 个 vo 
p(10 3) 十 … + p(19. Ig-9) + pD(50 9)+ 
mm 个 re 
-5)+...+p(29- 389)) + 
~ 
+p(EO 0) + (p(EO--I I) + p(RO- 3) + 
ad 





il -1) + p30...5 


pr 


(上 接 第 10-24 页 ) 

不 同 点 , 且 多 边 形 4142… hn 的 重心 是 
原 后， 
则 n 边 形 4142.… An 的 面积 为 2nabsin 生 ， 

最 后 , 仍 需 说 明 的 是 后 三 个 推广 中 如 果 图 
形 是 圆 , 则 a = 间 = 

4. 结束 语 

数学 问题 中 往往 有 很 多 变量 或 很 多 对 
象 、 很 多 数据 , 而 它们 的 变换 和 操作 总 是 按 
一 定 规则 进行 , 如 同音 乐 在 流动 的 变奏 中 , 保 


例 3 用 p(n) 表 示 正 整数 nn 的 各 数位 上 非 
零 数字 的 乘积 , $;, = p(1) + p(2) 十 … 十 p(n). 
求 (1) S2012; (2) Dg = p(1) 十 p(2) 十 … 十 
2010 个 0 
p(20 0I2)， 
2010 个 0 
解 : (1) S2012 = Sig99 十 Pp(2000) 十 p(2001) 十 
1(1+41) 
+p(2012) = | 一 十 1| 463 —1+2(1+ 
1 十 2 十 … 十 9) 十 2 十 2 十 4 一 194771; 
(2) 5 5 012 一 EE + p(40...0) 十 


201010 2012 个 0 





201 ns 


P(A40: -01) + … + DC 091) = 
Ze 2010 个 0 

3(3+1 

33+D) ‘462022 -1 十 41 二 1 十 2 十 


十 9 十 4 二 4 十 8 一 7 了 .462012 十 199. 
参考 文献 
[1] 2012 高 中 数学 联赛 备考 手册 (预赛 试 
题 集锦 ) [M]. 上 海 : 华东 师范 大 学 出 版 社 , 2012. 
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持 着 主旋律 不 变 的 特征 . 一 些 复杂 的 数学 问题 
背后 总 是 隐藏 着 一 些 恒 定 的 东西 , 那 就 是 不 变 
量 与 不 变性 数学 研究 数量 变化 和 几何 图 形 的 
性 质 以 及 形 的 运动 变化 , 更 要 研究 其 中 的 不 变 

参考 文献 

[1 李 加 军 . 解 两 道 保 送 生 考试 题 IJ. 中 等 
数学 , 2011(7): 11 一 12. 

[2] 杨 同 伟 . 重心 是 原点 的 椭圆 (或 圆 ) 内 
接 三 角形 性 质 初探 [四 . 数学 通讯 ， 2012(1)( 下 
半月 ): 41-42. 
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数学 问题 与 解答 
2012 年 第 8 期 问题 解答 


| 


OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0OOO., OO 


861. 如 图 1, 在 人 4BC 中，D、 轧 分别 
为 边 4B、AC 上 的 点 ，BE 与 CD 交 于 点 G,， 
入 ABE 的 外 接 加 与 AACD 的 外 接 癌 交 于 另 
一 点 P, 4G 的 延长 线 与 A4CD 的 外 接 圆 交 于 
点 @( 点 @ 异 于 点 4), 求证 PQHACD 的 充 要 
条 件 是 DE/JBC. 





图 1 


(243151 安徽 省 当 涂 县 青山 中 学 令 标 
供 题 ) 

证 : 连 PA、PB、PC、PD、PE、PG, 
则 ZPCD = LP4D = LPEB, 故 P、C.、 FE、 
G 四 点 共 贺 , ZEPG = ZL4CG = ZAPD. 于 
是 LDPG = 24F 之 <PDG = ZLZPAO, 
故人 入 PDG”A 人 PAE, DG = AE 人 

充分 性 : 由 DE/ BC 得 


| © 
aPG _ PE 
由 山 x 外 得 = 5 又 LABPG = 


ZACG， 因 上 APEGwACAG, LPEB = 
LCAG = LCPQ, 进而 PCD = 人 PAD = 
LZPEB = LCPQ, 故 PQWCD. 

必要 性 : 由 PQ/CD 知 ZPCD =.<CPQ 
= LCAG. 进而 由 人 PEG = LPCD 知 人 PEG 
= ZCAG. 


义 由 人 EPG = -4CG， 知 APFEG 一 


PG 
ACAG, 7 = 7 四 
DG AE 
由 OO、 因 得 二 4C 和 (4) 


AB 4C 

由 多 、 加 得 万 万 = 5 因此 DE/BC. 

862， 设 zx < N, 求证 x? 十 17 的 形 如 
dn 十 3 的 质 因数 必 有 偶数 个 . 

(157000 黑龙 江 省 牡丹 江 市 ” 韩 ” 科 供 
题 ) 

证 : 设 z2 +17 的 形 如 4 十 3 的 质 因 数 有 
奇数 个 , 即 z2 十 17 = 2tablpo ，,.， ， bom-_i(m € 
N*), 其 中 + 为 非 负 整数 ,a 是 所 有 形 如 4n+1 的 
质 因数 之 积 , 51,b2,… ,bzm_1 是 形 如 nn 十 3 的 
质 因数 . 

记 c 一 abib» ” pom 一 1， 则 c 是 形 如 
dn 十 3 的 奇数 , 且 z2 二 17 = 2tc. 

当 z 为 偶数 时 ,上 = 0, x? 十 17 = cc. 另 一 方 
面 , 2 十 17 三 1(mod 4), 这 与 c= 3(mod4) 矛 


当 %2 为 奇数 时 , z2 三 1(mod 8), zx? 十 17 三 
2(mod 8), t = 1, 于 是 2 十 17 = 2c. 因 2c = 
6(mod 8), 导致 了 矛盾 . 故 z2-+17 的 形 如 4n+3 的 
质 因数 必 有 偶数 个 . 

863. 求 方 程 组 

(+) 十 入 ) = 一 5， 
| (y —z)(y + 22) = 13, 
(z 一 2)(z2 十 22) = 40 
的 实数 解 . 
(050048 河北 省 石家庄 ” 王 玉 怀 供 题 ) 
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解 : 将 第 一 、 第 二 、 第 三 个 方程 的 两 边 分 
别 乘 以 z 一 y, y 十 z, 一 + 一 z, 得 
2 外 一 5(y 一 Z)， 
全 — 2 = 13(y + z), 
2 一 04 一 一 40(z + 2). 
将 上 述 三 个 方程 相 加 得 18y 一 45x 一 27z = 
0 , 即 2y = 5Z 十 3z, 易 验 证 方程 组 实数 解 中 z 郑 
0. 设 二 = %, - 二 v, 则 2w = 5 十 3v, 即 v = 


将 方程 组 中 的 第 一 个 方程 除 以 第 三 个 方 
程 , 得 

(z+ +y) __1 

(x — z)(72? + 22) 8 
即 . 

(1+)(1+z) 1 

(1—v)(l+v) 8 

8(ut+l)+l)= -lv +1)..…® 

由 全、 乌 消 去 wv, 得 

2 8\ rl 

8 + +ut+l)= (3% 一 5 [su 一 
5)2 十 1|. 化 简 得 52u3 + 72uw2 一 3w 十 122 = 0， 
即 (w 十 2)(52u2 - 32u + 61) = 0. 

因 方 程 52wu2 一 32u 十 61 = 0 无 实 根 , 所 
以 4 = 一 2, 进而 v = 一 3, 即 y = 一 2z，z 一 
一 37. 

将 上 述 两 式 代 入 方程 组 的 第 二 个 方程 ， 
得 1323 = 13, x = 1 从 而 y = 一 2, z = 一 3. 

经 检验 ，(z,y 2) = (1, 一 2, 一 3) 是 方程 组 
唯一 的 一 组 解 . 

864， 以 区 间 (0, m) 中 的 整数 (m > 1, 且 
m € NN) 为 分 子 , 以 m 为 分 母 组 成 分 数 集 
含 A1, 其 所 有 元 素 和 为 a1; 以 区 闻 (0,m2) 中 
杀 纹 数 为 分 了 ， 以 m2 为 分 母 组 成 不 属于 Ai 的 

分 数 集 42, 其 所 有 元 素 和 为 a2;… ;以 此 类 


上 以 区 闻 (0,m”") (ne N*) 中 的 整数 为 分 子 ， 


以 m" 为 分 母 组 成 不 属于 A1, A2,…，An-1 的 
分 数 集 4。, 其 所 有 元 至 和 为 an. 求 汪 Qk- 

(246003 安徽 省 安庆 市 第 三 中 学 汪 学 
思 供 题 ) 


解 ， 以 (0,m*)(k e N*) 中 整数 为 分 子 ， 


以 mm* 为 分 母 的 分 数 襟 记 为 Bk, 显然 Bl = 41. 
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当 k > 2 时 , mm, 2m , (mel 1)m e 
大 Im 1 27 2 
(0,m ), 日 一 mk oy 一 
大 一 上 _ 1 

一 PART ， PL Br! C Bk. 
=BiC Bc...CcCB,, B, = AlU 
42U.…U4. 又 Ai,42,…' ,A 两 两 不 相交 ， 

nn 
故 》 ax 就 是 B 的 所 有 元 此 和 , 即 

并 一 1 








ya = + 2 十 rl = 
大 一 1 人 条? 大 mk 
(me* = _m 一 





2 设 数 列 fa} 满足 @ = V3, an+l = 
[an】 十 an — [an]’ 其 中 [an| 表示 不 超过 CT 的 最 
大 整数 , 求 {a} 的 通 项 公式 . 


(637851 ”四川 省 获 安 中 学 ” 蒋 明 试 供 顾 ) 
3 

解 : al = V3,a2 = 3 + ,0 一 3 十 

3,04 一 9 0, 一 6 + V3,a6 一 之 二 


2 2 


由 此 推测 Qok—1 一 V3 十 3(k 一 1), ox 一 


3 一) 这 里 ke N,k 之 1. 


下 面 对 上 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 
当 = 1 时 , 经 验证 已 经 成 并 , 设 k 一 m 
(m EN,m 之 1) 时 推测 成 立 . 





.. 3 ，V3 

:QW2m = 7 + 3 +3(m— 1), 

“ [a2ml] = 3m — 1, om [oam] = 一 
1 
7， Q2m+1 = (3m 一切 十 - oo 一 = V3+ 3m. 


进而 [czm+i] = 3m+1,a2ms1 — [a2m+i] = 





3 
V3 一 1, ao2m+2 一 (3m 十 1) 十 V3—1 一 9 
V3 | gm, 
推测 对 上 = m 十 1 也 成 立 . 
这 就 证 明了 
V3+3(k—1), n=2k—1, 
(reN”) 
”3k -1), n=2k. 
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V3+ 5 一 DJ n= 2k—1, i 
” + 3(n -1), n = 2k, 
mn = Sn + +(- Do 次， 
图 3 
2012 年 第 10 期 问题 (400026 重庆 市 第 36 中 学 李 枝 团 供 


866， 如 图 2， 和 人 A4BC 的 ZA 所 含 的 旁 切 
圆 OI 与 边 BC 切 于 点 DD, 与 边 4B、AC 的 延 
长 线 分 别 切 于 点 下、AIT 交 人 ABC' 外接 
加 OO 于 点 妨 , 直线 QD 交 @O 于 点 P, 求证 : 
APL1IP. 





(243151 安徽 省 当 涂 县 青山 中 学 令 标 
供 题 ) 

867. 如 图 3, 凸 四 边 形 4BCD 中 , LABC 
=60°, ZBAD= ZBCD=90°, AB=?, CD= 
1, 对 角 线 AC、BD 交 于 点 O; 求 sin ZAOB 的 
值 . 


868. 在 A4BC 中 , 求证 : 
1 


1 
入 -~ ~- + 一 -~- 
Tl1+sinnA+sinnB 1l1+sinB+sinC 


+ i 


1 
1 二 sin2C +sin2 4 < 1 

(621000 ”四川 绵 耻 东 辰 学 校 高 中 部 姚 
先 伟 供 题 ) 

869. 设 a、b、c>0, 求证 : 

0 十 归 十 中 ott+e 

3abc ”ap 十 bc 二 ca 

(518108 广东 省 深圳 市 石 岩 公 学 高 中 部 
康 宇 供 题 ) 

870. 若 任意 2 个 连续 正 整 数 中 必 有 一 个 
数 的 各 位 数字 之 和 是 12 的 倍数 , 求 z 的 最 小 
值 . 

(265703 ”山东 省 龙口 市 龙 港 经 济 开发 区 
中 村 学 校 ” 张 树 胜 供 题 ) 

(本 栏目 责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 


AA A A YY NAIA 


(上 接 第 10-19 页 ) 

其 他 入 手 之 处 , 不 能 让 游 生 非 知 道 题 目 背景 
帮 可 入手 ， 辟 如 不 能 这 样 出 题目 ， 证 明 方程 
Z3 一 2 一 1】 i 组 整 小 解 (zx, y)(y 0) 都 
满足 | 估计 非得 彻底 


求 出力 程 :一 2 二 1 的 解 不 可 而 不 能 通过 
放 缩 不 等 式 来 解决 了 . 
下 面 我 们 放弃 整数 这 一 条 件 进行 探究 . 








拓展 3: 已 知 z23 一 2y3 = 1l(z,y ER 尖 
、、- | 人 
0), 求证 | 二 一 Y2| < 一 - 
pk [yl 
_V 3 
证 明 : 了 汽 + 十 1 — 5 


y 
1 
2 
/ys 1\2 3 1 ’ 
2+ 码 ) +1/2 2+ 二 ) + VA 
( 5 of 
、 3 1 
记 t = 1 /2 十 一， 
y 


则 |>- 汽 








rr 

FE 1, 即 证 如 十 2t++ 
V4 一 1 > 0, 因为 A = (2)? -4( 泊 -有 = 
一 0.76 < 0, 所 以 好 + V2t 十 34 > 1, 得 证 . 
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数字 的 计量 功能 ( 续 ) 


200062 


3. 秒 是 用 来 确定 时 间 长 度 的 公制 单位 , 1 
秒 (s) 定义 为 匈 穆 子 撑 动 9192631770 次 所 经 历 
的 时 间 ,， 秒 的 扩充 单位 有 : 分 (min)、 时 (h)、 
上 时、 周 、 月 、 年 等 每, 在 图 9 的 意 人 利 邮 资 标 
签 上 打印 的 5 个 数据 07.02.2003 08.32, 表示 寄 
位 时 间 为 : 2003 年 2 月 7 二 8 时 32 分 . 


107.02.2003 08.32 





MAAFUP i084124LAAOM XI be 
18038 SANREMO S.1 - 50050 
Posteitaliane 


图 9 〈 意 大 利 籽 资 标签 ,2003) 

4. 从 这 个 公制 单位 延 仲 ,还 可 得 到 : 而 
积 的 国际 标准 单位 是 平方 米 (m?), 体积 的 公 
制 单 位 是 立方 米 (m5), 物体 容积 的 公制 单位 是 
升 (D). 移 10 征 诉 我 们 喝 水 (英制 闻 液 体 准 局 
(foz) 约 等 十 200 吕 升 . 

5.， 湿度, 日 前 人 多 数 国 家 采用 摄氏 度 ， 
用 符号 CG* 家 水 ， 也 有 的 国家 采用 华氏 温标 ， 
用 符 转 % 太 表示， 图 11 员 人 的 体 沪 为 100?F， 
换算 成 摄氏 度 约 为 38°C. 





内 10 ( 澳 大 利 业 , 1973) 图 11 (澳大利亚 , 1974) 

人 们 除了 二 体温 ,还 年 血 奈 . 血 寺 的 常用 
电位 是 “ 嘻 米 来 柱 >， 就 是 著 米 水 银 柱 (mmHeg)， 
它 是 几 接 用 水 银 柱 商 度 的 凌 米 数 表 示 扑 强 的 单 
位 . 候 米 求 柱 来 源 于 意大利 物理 学 家 、 数 学 家 


华东 师范 大 学 数学 系 ” 郑 英 元 


托 里 拆 利 (1608-1647, 图 12) 的 实验 . 人 大 们 的 血 
压 由 血压 计 ( 和 网 13) 来 测定 , 正常 成 人 收缩 卜 为 
90 一 140 惑 米 来 柱 , 舒张 本 为 60 一 90 总 米 来 杜 . 


Moe Mundial de 
Luche Contrs i 
Hipertenaién Arterial 


CMCHA 


MEXICO .160 
( 梁 归 中 ,1978) 
读者 在 目 常 生活 和 工作 中 还 接触 到 许多 
事物 知 要 作 定 妈 的 描述 ， 比 如 , 地球 上 某 … 
个 点 , 就 用 二 维 的 数组 一 经 纬度 (单位 起 度 、 
分 、 秒 ) 来 确定 . 图 14 指 出 在 加 勒 比 海中 的 巴 
布 达 吕 地理 位 置 在 北纬 17?35'， 西 经 61°49 附 
过, 疼 15 指 出 在 南 太 平 洋 的 组 埃 总 位 四 在 响 
绊 19, 西 经 169"50/. 








